ESTADISTICA

Caractérsticas de las vv.aa

©

ﬂﬂﬂﬂ. X/ﬂ”

CUADERNILLO DE EJERICIOS




Relacion 3.
Caracteristicas de las vv.aa.

1— Sea X el numero de llantas defectuosas en un lote de 4 llantas moldeadas

simultaneamente. Supongamos que la distribucion de probabilidad de X es:
Xi 0 1 2 3 4

P(X=x) 0,8 0,1 0,05 0,03 0,02

a) Determine el nimero esperado de llantas defectuosas por lote.

b) Calcule la varianza y la desviacion tipica de X.

c) Si una llanta defectuosa supone una penalizacion de 1000 u.m., calcule la penalizacion
esperada por lote, asi como la varianza de dicha penalizacion.

2.— Supongamos que la distribucion de las patatas de una cierta cosecha de acuerdo a su
calidad es

Calidad A B C
Probabilidad 0,4 0,5 0,1
Las del tipo A se venden a razon de 30 u.m. por kilo, las de B a 25, y a 20 las del C. ¢Cual
es el ingreso esperado por kilo?. Si la cosecha se eleva a 40 toneladas, ¢cudl es el ingreso
total esperado?. Si se adelantara la cosecha, la distribucion de calidades pasaria a ser:
P(A)=0,4, P(B)=0,6 y P(C)=0. Ademas, el total se reduciria a 30 toneladas. ¢Se recomienda
adelantar la produccion?.

3.— Sea un juego con dos jugadores A y B. Se lanza un dado y la ganancia del jugador A
depende del resultado del dado:

Resultado 1 2 3 4 5 6
Ganancia 3 -2 -2 5 1 a

¢Qué valor debe tener a para que el juego sea equilibrado desde el punto de vista de A?

4.— Un industrial trata de modernizar su empresa para estar en condiciones de realizar los
objetivos fijados por un determinado plan. Esta modernizacion se efectia mediante la
inversion en nuevos utillajes por un valor de 950.000 pts. Teniendo en cuenta el programa
gubernamental y el riesgo de fracaso del mismo, el industrial estima que si efectia la
inversion proyectada, los nuevos utillajes podran proporcionarle en el curso de su vida util:
1.500.000 pts. con probabilidad 0,45, 1.200.000 pts. con probabilidad 0,4 6 80.000 pts. con
probabilidad 0,15. ¢Llevar4 a cabo la inversion proyectada?. ¢Cuél sera su beneficio o
pérdida esperada?

5.— En la negociacién de un contrato, un director comercial tiene 3 posibilidades sobre 5 de
obtener un beneficio de 10.000 pts., y un 40% de obtener una pérdida de 20.000 pts. ¢Cual
es la pérdida media esperada?

6.— El niumero X de obreros necesarios para concluir cierto proyecto de construccion es una
v.a. con la siguiente funcién de probabilidad:

Xi 10 11 12 13 14
P (X=x;) 0,2 0,3 0,3 0,1 0,1
El beneficio del contratista viene dado por Y=1000(12-X). Se pide:
a) Distribucion de probabilidad de Y.
b) Esperanza y varianza de X e'Y.




7.— Se considera unav.a. X tal que E[(X-1)?]=10 y E[(X-2)?]=6. Calcule E(X) y s (X).

8.— Un fabricante de calculadoras estima que la demanda anual D (en miles de unidades)
sigue una distribucion cuya funcion de densidad es f(d)=k(d-30) si 30<d<60 (0 en el resto).

a) Determine k.

b) Si la utilidad neta por calculadora es de 5000 pts., ¢cual es la utilidad total esperada por
afo?

9.— El rendimiento de metal puro de un mineral, expresado en tanto por ciento, es una v.a. X
cuya funcion de densidad viene dada por f(x)=¢/9 si 0<x<3 (0 en el resto).

a) Calcule el rendimiento medio de cada piedra.

b) Probabilidad de que elegidas cinco piedras al azar, tres de ellas contengan exactamente
un 2% o mas de metal puro.

10.— Un almacén distribuye un articulo en exclusiva en una gran ciudad y lo recibe

mensualmente de fabrica. El nimero de millares de articulos vendidos cada mes es una v.a.

X cuya funcion de densidad viene dada por

l k(1-x)° si 0<x<1

fx) =
t 0 enel resto

a) Calcule las ventas medias mensuales.

b) Si se quiere tener una garantia del 95% de que no se agote el producto en un mes

determinado, ¢qué cantidad debe pedirse a fabrica?

11.— La concentracion de un reactivo utilizado en un proceso quimico es una v.a. X con
funcion de densidad f(x)=-6x(x-1) si 0<x<1 (0 en el resto). El beneficio asociado con el
producto final viene dado por P=3X+1.

a) Calcule el valor esperado de P.

b) ¢Cudl es la funcién de densidad de P?

12.— Un fabricante ofrece en su producto una garantia de cinco afos. El tiempo de fallo
(medido en afos) sigue una distribucién con funcion de densidad f(t) =%e‘§ si t>0 (O en el

resto).

a) Calcule el tiempo medio de fallo.

b) Calcule la probabilidad de que el aparato se estropee antes del tiempo medio.

c) Si el beneficio por cada venta se cifra en 55.000 u.m. y los costes de reparacién en 20.000
u.m., calcule el beneficio esperado por cada articulo (considere extinguida la garantia una
vez efectuada la primera reparacion).

13.— Un almacenista compra 10.000 kg. de un cierto articulo en fardos de 100 kg., al precio
de p ptas. por kg. Pretende almacenar la mercancia para su posterior venta en condiciones
mas favorables. Sin embargo, debido a la naturaleza del producto, cada fardo experimenta
una disminucion de su peso. Se sabe que tal disminucion X, en cada fardo, se comporta
segun una v.a. con funcién de densidad f(x)=k(100-x?) si 0<x<10 (0 en el resto) siendo
independiente el comportamiento de cada fardo del de los demas.

a) ¢Cudl es el beneficio esperado supuesto un incremento en el precio del 5%?

b) ¢Cual es el menor incremento en el precio a partir del que cabria esperar que no se
produjeran pérdidas?



14— La proporcion de alcohol de cierto compuesto es una v.a. X con funcion de densidad
f(x)=20x(1-x) si 0<x<1 (0 en el resto). El precio P de venta por litro y la demanda Q
expresada en litros de dicho compuesto estan relacionadas con X mediante las expresiones
P=500+1000X y Q=5000/X.

a) Determine la funcién de densidad de la demanda.

b) Calcule el valor esperado de la venta total del compuesto.

X

15.— Sea X una v.a. con funcién de densidad f(x) = lle-'_ si x>0 (0 en el resto). Halle:

a) Sus momentos respecto al origen de cualquier orden.
b) Desviacion tipica.

c) Mediana.

d) El 90 percentil.

16.— Dado el vector aleatorio (X,Y) cuya funcién de densidad conjunta es f(X,y)=x+y si
0<x,y<1 (0 en el resto). Determine:

a) Cov(X)Y)

b) E(Y/X)

17.— Sea (X,Y) un v.a. bidimensional con funcion de densidad f(x,y)=1 si O<|y|<x<1 (0 en el
resto). Demuestra que X e Y estan incorreladas pero no son independientes.

18.— Consideremos dos vv.aa. X e Y con la siguiente distribucion de probabilidad conjunta:

Y\ X 0 1
0 a b
1 c d

Demuestre que si son incorreladas son independientes.

19.— Una v.a. X tiene una funcién de densidad dada por f(x)=2e>* si x>0 (0 en el resto).

a) Calcule P(¥X-E(X)¥2>1).

b) Obtenga un limite superior de P2X-E(X)¥2>1) y comparelo con el resultado obtenido en el
apartado a).

20.— El tiempo necesario para transportar un cargamento por via maritima entre dos puertos
sigue una distribucion de probabilidad de media 90 h. y desviacién tipica 3 h. El capitan del
barco pretende llegar al otro puerto entre 80 y 100 horas después de haber abandonado el
primero. Obtenga un limite inferior para la probabilidad de que se cumpla lo que dice el
capitan.

21.— Dada unav.a. con funcién de probabilidad P(X=k)=pg* si k=0,1,2,... con p+g=1y 0<p<1.
Obtenga la funcion generatriz de momentos.

22.— Dada lav.a. X cuya funcion de probabilidad es P(X=0)=1/3 y P(X=1)=2/3. Obtenga:
a) Su funcién generatriz de momentos.
b) Los momentos ordinarios.



23.— Dada la v.a. con funcion de densidad f(x)=e "*"¥2 para todo X R.

a) Obtenga la funcién generatriz de momentos.
b) Obtenga la media y la varianza.

24— La v.a. X tiene como funcion de densidad f(x) =|Ee"'*‘m' paratodo X R (I es una cte.

positiva). Determine:
a) La funcion generatriz de momentos.
b) Esperanza matematica.

25.— Sea X una v.a. con funcién de densidad f(x)=e™ si ¥ 0 (0 en el resto). Pruebe que la

-t
funcion generatriz de la v.a. X-E(X) viene dada por f (t) = % sit<1.

26.— Sea X unav.a. indicativa de las maquinas que pueden averiarse en un dia, con funcion
generatriz de momentos F(t) =(0,2e' +0,8 )*. Calcule la desviacion tipica de X.

27.— Sean X, Y variables aleatorias independientes, con funciones de probabilidad:
X y
P(X =x) = e"l'—ll x =0,1,2,... y P(Y =y) :e-'z'—2| y =0,1,2,..
X! y!

a) Obtenga la funcién generatriz de momentos de Xy de Y.
b) Obtenga la esperanza y la varianza de Xy de Y.
c) Obtenga la funcion generatriz de Z=X+Y.

t2
1+ ez

28.- Sea X una v.a. con funcién generatriz F,(t)= . Sean Xj, X,..., Xn variables

aleatorias independientes entre si y con la misma distribucion que X. Calcule:

. . : . 2 X
a) La funcidn generatriz de la variable Y definida porY = aF'.
i=1

b) La media de Y.

29.— Sea el vector (X,Y) con funcién de densidad conjunta f(x,y)=1 si 0<x,y<1 (0 en el resto).
a) Obtenga su funcion generatriz.

b) Sea Z=(Z,,Z,) donde Z;=X+Y, Z,=X-Y. Obtenga la funcion generatriz de Z.

30.- Sea (X,Y) un vector bidimensional con funcién de probabilidad P(X=m,Y=n)=1/2""
con m,n=1,2... Calcule la funcién generatriz de momentos de Z=(Z;,Z,), siendo Z=X+Y,
Zo=X-Y.
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1. Ejercicio 1

Sea X el numero de llantas defectuosas en un lote de 4 llantas moldeadas simultdneamente.
Supongamos que la distribuciéon de probabilidad de X es:

u |0 1 2 3 4
P(X =;)[08 0,1 0,05 0,03 0,02

a) Determine el nimero esperado de llantas defectuosas por lote.
b) Calcule la varianza y la desviacién tipica de X.
c¢) Si una llanta defectuosa supone una penalizacién de 1000 u.m., calcule la penalizacién

esperada por lote, asi como la varianza de dicha penalizacién.

Solucion

a) Esperanza

&
ks
[
%
3
<
[

;) = 0(0,8) + 1(0,1) + 2(0,05) + 3(0,03) + 4(0,02)

E[X]=0+0,1+0,1+ 0,09+ 0,08 = 0,37
Por tanto, el nimero esperado de llantas defectuosas por lote es:
b) Varianza y desviacién tipica

Primero se calcula E[X?]:

4

E[X?) =) a} P(X = ;) = 0*(0,8) + 17(0,1) + 2(0,05) + 3°(0,03) + 4%(0,02)

1=0

E[X?]=0+0,1+0,2+0,27+ 0,32 = 0,89

La varianza es:
Var(X) = E[XZ] — (E[X])2 = 0,89 — (0,37)2 = 0,89 — 0,1369 = 0,7531

La desviacion tipica:

ox = /Var(X) = \/0,7531 ~ 0,867

Var(X) = 0,7531, oy ~ 0,867

c) Penalizacién esperada y varianza



Si la penalizacion por llanta defectuosa es de 1000 u.m., definimos la variable:
Y =1000- X

Entonces:
E[Y] = 1000 - E[X] = 1000 - 0,37 = 370 u.m.

Var(Y) = (1000)? - Var(X) = 10° - 0,7531 = 753100

oy = 1000 - ox ~ 1000 - 0,867 = 867

E[Y] =370, Var(Y)=753100, oy ~ 867

2. Ejercicio 2

Supongamos que la distribucion de las patatas de una cierta cosecha de acuerdo a su

calidad es
Calidad‘ A B (C

Probab. [ 0,4 0,5 0,1
Las del tipo A se venden a razén de 30 u.m. por kilo, las de B a 25 y a 20 las de C.

(a) ;Cuél es el ingreso esperado por kilo?
b) Si la cosecha se eleva a 40 toneladas, ;cudl es el ingreso total esperado?
L g

(c) Si se adelantara la cosecha, la distribucién de calidades pasaria a ser P(A) = 0.4,
P(B) =0,6 y P(C) =0. Ademds, el total se reduciria a 30 toneladas. ;Se recomienda
adelantar la produccién?

Solucion

(a) Ingreso esperado por kilo. Si P(A) =04, P(B) = 0,5, P(C) = 0,1 y los precios
son pg = 30, pp = 25, pc = 20, el ingreso por kilo es la esperanza

Elingreso/kg] = 0,4-30+0,5-25+0,1-20 = 12+ 12,5+ 2 =| 26,5 u.m. /kg |

(b) Ingreso total esperado con 40 toneladas. Como 1t = 1000 kg, entonces 40 t =
40000 kg.

Elingreso total] = 26,5 x 40000 = [1060 000 u.m. |




(c) {Conviene adelantar la produccién? Si se adelanta: nuevas probabilidades P(A) =
0,4, P(B) = 0,6, P(C) =0y volumen 30 t = 30000 kg.

Elingreso/kg | adelantar] = 0,4 - 30+ 0,6 - 2540 - 20 = 12 + 15 = 27 u.m. /kg.

Elingreso total | adelantar] = 27 x 30000 =810 000 u.m.

Comparacion:
No adelantar: 1060000 u.m. Adelantar: 810000 u.m.

Como 1060000 > 810000, no se recomienda adelantar la produccion.

3. Ejercicio 3

Sea un juego con dos jugadores A y B. Se lanza un dado y la ganancia del jugador A
depende del resultado del dado:

Resultado |1 2 3 4 5 6
Ganancia deA‘B -2 =2 51 a

. Qué valor debe tener a para que el juego sea equilibrado desde el punto de vista de A?

Solucion

El juego estara equilibrado para A cuando el valor esperado de su ganancia sea cero. Dado
que el dado es equilibrado, cada cara tiene probabilidad %. Por tanto:

Elganancia] = —(3+ (=2) + (=2) + 5+ 1 + a).

[ N

Simplificando:
) 1
FE[ganancia] = 6(5 +a).
Para que el juego sea equilibrado desde el punto de vista de A, se requiere que:
. 1
FE[ganancia] =0 = 6(5 +a)=0.

De aqui se obtiene:



4. Ejercicio 4

Un industrial trata de modernizar su empresa para estar en condiciones de realizar los ob-
jetivos fijados por un determinado plan. Esta modernizaciéon se efectiia mediante la inversién
en nuevos utillajes por un valor de 950.000 pts. Teniendo en cuenta el programa gubernamen-
tal y el riesgo de fracaso del mismo, el industrial estima que si efectiia la inversién proyectada,
los nuevos utillajes podran proporcionarle en el curso de su vida til:

= 1.500.000 pts. con probabilidad 0,45,
= 1.200.000 pts. con probabilidad 0,40,

= 80.000 pts. con probabilidad 0,15.

.Llevara a cabo la inversién proyectada? ;Cudl sera su beneficio o pérdida esperada?

Solucion

El beneficio neto en cada escenario se calcula restando la inversion inicial de 950.000 pts.
al ingreso correspondiente:

By = 1,500,000 — 950,000 = 550,000,  P(B;) = 0, 45,
B, = 1,200,000 — 950,000 = 250,000,  P(B,) = 0, 40,
B; = 80,000 — 950,000 = —870,000,  P(B;) =0, 15.

El valor esperado del beneficio es:

E[B] = 550,000 - 0,45 + 250,000 - 0,40 + (—870,000) - 0, 15.

Calculamos:

E[B] = 247,500 + 100,000 — 130,500 = 217,000 pts.

Por tanto, la ganancia esperada es positiva (217,000 pts.), lo cual significa que si
conviene llevar a cabo la inversién proyectada, aunque exista un riesgo del 15 % de
incurrir en una fuerte pérdida de 870,000 pts.

Ingreso esperado (pts.) Beneficio neto (pts.) Probabilidad
1.500.000 1,500,000 — 950,000 = 550,000 0.45
1.200.000 1,200,000 — 950,000 = 250,000 0.40

80.000 80,000 — 950,000 = —870,000 0.15

Cuadro 1: Posibles beneficios/pérdidas netas de la inversion.

Beneficio esperado: 217.000 pts.




5. Ejercicio 5

En la negociacion de un contrato, un director comercial tiene 3 posibilidades sobre 5 de
obtener un beneficio de 10,000 pts., y un 40 % de obtener una pérdida de 20,000 pts. ;Cudl
es la pérdida media esperada?

Solucion

Modelamos el resultado monetario X (beneficio positivo, pérdida negativa) como:

10,000, con prob. g = 0,6,
—20,000, con prob. 0,4.

El valor esperado es
E[X] = 0,6 - 10,000 + 0,4 - (—20,000) = 6,000 — 8,000 = —2,000 pts.

Por tanto, el resultado medio es una pérdida de 2,000 pts:

’pérdida media esperada = 2,000 pts |

6. Ejercicio 6

El nimero X de obreros necesarios para concluir cierto proyecto de construccién es una
v.a. con la siguiente funcién de probabilidad:

r |10 11 12 13 14
P(X=uz)[02 03 03 01 0,1

El beneficio del contratista viene dado por Y = 1000 (12 — X). Se pide:
(a) Distribucién de probabilidad de Y.

(b) Esperanza y varianza de X e Y.

Solucion

(a) Distribucién de Y. La transformacién Y = 1000(12 — X') induce la siguiente corres-
pondencia:

X=10=Y =2000, X =11=Y =1000, X =12=Y =0, X =13=Y =-1000, X =14=
=Y = —2000. Por tanto,

Y; \—2000 —1000 0 1000 2000
P(Y:yj)\ 0,1 01 03 03 02




(b) Momentos de X e Y.
E[X] =) 2;P(X = z;) = 10(0,2) + 11(0,3) + 12(0,3) + 13(0,1) + 14(0,1) = 11,6.

E[X?] = 10%(0,2) + 11%(0,3) + 122(0,3) + 13%(0,1) + 14%(0,1) = 136.
Var(X) = E[X?] — (IE[X])2 =136 — (11,6)* = 136 — 134,56 = 1,44, ox =+/1,44 =12.
Para Y = 1000(12 — X):

E[Y] = 1000 (12 — E[X]) = 1000(12 — 11,6) = 400
Var(Y') = 1000 Var(12—X) = 1000 Var(X) = (1000)?(1,44) =[1440000], oy = 1000 0x = |1200].

7. Ejercicio 7
Se considera una v.a. X tal que
E[(X-1)?=10 y E[X-2)?=6.

Calcule E[X] y o(X).

Solucion

Use la identidad )
E[(X —a)?] = Var(X) + (E[X] — a)",

vélida para cualquier constante a. Denotando p = E[X] y 02 = Var(X), las ecuaciones del
enunciado quedan:

Restando la segunda a la primera,
(n=1?=(n=20°=4 = (¥ —2u+1)— (¥ —dp+4) =4 = 2u-3=4,

de donde

Sustituyendo en % + (u — 2)? = 6,

o’ + (152 =6 = o°=6-9=1

Por tanto,




8. Ejercicio 8

Un fabricante de calculadoras estima que la demanda anual D (en miles de unidades)
sigue una distribucién cuya funciéon de densidad es

f(d) =k(d—30) si30<d<60 (0 en el resto).
a) Determine k.
b) Si la utilidad neta por calculadora es de 5000 pts, jcudl es la utilidad total esperada

por ano?

Solucion

a) Cdélculo de k. La constante de normalizacién cumple

60 d— 2760 2
1:/ k(d—BO)dd:k{ﬂ} 530 kgm0,
30 2 30 2
Por tanto,
1
k=—|
450

b) Utilidad total esperada. Primero calculamos E[D]:

% 1% 1 [d8 99500
30

Como D estd medido en miles de unidades, y la utilidad neta es 5000 pts por calculadora,
la utilidad por cada mil es 5000 x 1000 = 5,000,000 pts. Luego

E[utilidad total] = 5,000,000 x E[D] = 5,000,000 x 50 = |250,000,000 pts |

9. Ejercicio 9

El rendimiento de metal puro de un mineral, expresado en tanto por ciento, es una v.a.
X cuya funcién de densidad viene dada por

flz)=— si0<z<3 (0 en el resto).

a) Calcule el rendimiento medio de cada piedra.

b) Probabilidad de que, elegidas cinco piedras al azar, tres de ellas contengan exactamente
un 2% o mas de metal puro.



Solucion

32
1
Comprobacién (opcional). /O%dx:ﬁx?’i:l.
a) Rendimiento medio.
5 42 1 [? Lo’ 181 [9
E[X]:/ xx—dx:—/ Pdr=-1| ==.2 = - =225\
.9 9/, 04|, 9 4 |1

b) Probabilidad pedida. Seap= P(X > 2).

3 42 1 27—-8 19
= Tde=_—_(P-23)=2"_"°2_"
b /2 g =15 ( )= =%

Tomando n = 5 piedras independientes, la probabilidad de que exactamente k£ = 3 tengan al
menos 2 % de metal puro (éxito) es binomial:

5 5\ /19\* /8\? |10-193.8?
pP= 31— p)2 = — — | =|———— = 0,306

10. Ejercicio 10

Un almacén distribuye un articulo en exclusiva en una gran ciudad y lo recibe mensual-
mente de fabrica. El nimero de millares de articulos vendidos cada mes es una v.a. X cuya
funcién de densidad viene dada por

f($):{k(1—x), 0<z<l,

0, en el resto.

a) Calcule las ventas medias mensuales.

b) Si se quiere tener una garantia del 95% de que no se agote el producto en un mes
determinado, ;qué cantidad debe pedirse a fabrica?

Solucion

Normalizacién (para hallar k).

AN,

1 1
1:/k(l—x)?’dx:kz/(l—:p)gdx:k-
0 0

Asi, f(z) =4(1 —z)% en (0,1).

10



a) Ventas medias mensuales.
1 1
E[X] :/ r4(1 —z)* dx :4/ r(1—2)’dr =4B(2,4) =4 - — = — =
0 0 -

Como X estd medido en millares, E[X] = 0,2 millares, es decir,

0,2 millares = 200 unidades (articulos).

b) Cantidad a pedir para un 95 % de garantia. Necesitamos ¢ tal que P(X < ¢q) =
0,95. La funcién de distribucién es

F(z) :/ 41—t dt=1— (1 —x)*, 0<z<l.
0
Imponiendo F(q) = 0,95:

1-(1-¢)'=09 = (1-¢)*=0,05 = ¢=1-0,05""%

Numéricamente
g~1—0,05" ~1-0,4729 = 0,5271.

Por tanto, debe pedirse

| ¢ ~ 0,527 millares ~ 527 unidades

para tener un 95 % de probabilidad de no agotar el producto en el mes.

11. Ejercicio 11

La concentracién de un reactivo utilizado en un proceso quimico es una v.a. X con funcién

de densidad
fx(z) = —6x(x — 1) = 62(1 — x), 0<ax <1l (0en elresto).
El beneficio asociado con el producto final viene dado por P = 3X + 1.

a) Calcule el valor esperado de P.

b) ;Cudl es la funcién de densidad de P?

Solucion

Observacién.

11



2. Comparacién con la distribucién Beta
La distribuciéon Beta con parametros a, 8 > 0 tiene funcién de densidad
1
B(a, B)

donde B(a, ) es la funcién Beta de normalizacién.
Si tomamos a = 2, § = 2, se obtiene

M1 —-2)Pt 0<w <,

fz) =

flx) = 11 —2)* = z(l —z).

3. Constante de normalizacion

La funcién Beta se define como

En nuestro caso:

Por tanto,

f(a:):716x(1—:1:):63:(1—x), 0<z<1,

que coincide exactamente con la densidad dada.

4. Esperanza de la distribucién Beta

La esperanza de una Beta(a, ) estd dada por la férmula:

«
ElX|=
X a+ 3
Con a = 2, 8 = 2 se obtiene:
2 2
E[X]= — —2_1
[X] 2+2 4 2
fx(z) = 62(1 —x) en (0,1) es la densidad Beta(a = 2,8 = 2), luego E[X] = iﬁ
o

. (Alternativamente se puede integrar: fol z6z(1 —z)dx = 3.)

N | —

a) Valor esperado de P. Por linealidad de la esperanza,

RSy
|
™
o

E[P]—E[3X+1]—3E[X]+1—3é+1—

12



b) Densidad de P. La transformacién es afin: P = 3X + 1 con 3 > 0. Si p € (1,4),
—1
entonces T = pT €(0,1)y

fP(p>:fX(p%1) : Z—; 6(%) (1_]%1)%
Simplificando,
-1 4- 6 1 2
1—pT = Tp = fr) =5 - U=p)g=|fr) =5 -DA-p), L<p<4]

Y fp(p) =0 fuera de ese intervalo.

12. Ejercicio 12

Un fabricante ofrece en su producto una garantia de cinco anos. El tiempo de fallo (medido
en anos) sigue una distribucién con funcién de densidad

1
fr(t) = 3 e '8, t>0 (0en elresto).

a) Calcule el tiempo medio de fallo.
b) Calcule la probabilidad de que el aparato se estropee antes del tiempo medio.

c¢) Si el beneficio por cada venta se cifra en 55,000 u.m. y los costes de reparacién en 20,000
u.m., calcule el beneficio esperado por cada articulo (considere extinguida la garantia
una vez efectuada la primera reparacion).

Solucion

La densidad dada es exponencial con pardmetro A = ¢ (media = 1/X = 8).
a) Tiempo medio de fallo. Para T ~ Exp()),
E[T] ! 8 al
= — = 8 aflos.
A

b) Probabilidad de fallo antes del tiempo medio. Se pide P(T < 8). La funcién de
distribucién de T es Fp(t) =1 — e =1 — e~ */® para t > 0. Por tanto,

P(T <8 =Fp8)=1—e¥=1—-¢"1x[0,6321]

13



c) Beneficio esperado con garantia de 5 anos. La garantia cubre sélo la primera averia
si ocurre dentro de 5 anos. El coste esperado de reparacién es entonces

E[coste] = 20,000 - P(T < 5) = 20,000(1 — e~*/*).
Luego el beneficio esperado por unidad es
E[beneficio] = 55,000 — 20,000(1 — e~/%) = 35,000 + 20,000 e ~/%.

Numéricamente, e~®/8 ~ 0,53526, y por tanto

E[beneficio] ~ 35,000 + 20,000 - 0,53526 ~ [ 45,705 w.m.

13. Ejercicio 13

Un almacenista compra 10000 kg de un cierto articulo en fardos de 100 kg, al precio de
p ptas. por kg. Pretende almacenar la mercancia para su posterior venta en condiciones mas
favorables. Sin embargo, debido a la naturaleza del producto, cada fardo experimenta una
disminucién de su peso. Se sabe que tal disminucién X, en cada fardo, se comporta segin
una v.a. con funcién de densidad

f(z) =k(100 —2*) si0 <z <10 (0 en el resto),

siendo independiente el comportamiento de cada fardo del de los demas.

(a) {Cudl es el beneficio esperado supuesto un incremento en el precio del 5 %?

(b) {Cual es el menor incremento en el precio a partir del que cabria esperar que no se
produjeran pérdidas?

Solucién razonada

Datos basicos. Se compran 10000 kg en fardos de 100 kg = hay N = 100 fardos. El coste
total de compra es C' = 10000 p.
Cada fardo pierde X kg con densidad f(z) = k(100 — z?) para 0 < z < 10.

1) Caélculo de k y de [X]

Normalizamos f:

10 3510 1 2
1:/ k(lOO—xQ)dx:k:[IOOx—x—] :k(l()oo-@):k@,
; 3

0 3 3

de donde k£ = i
2000

La pérdida media por fardo es

4510

10 10
_ _ 2 _ 2 T _ _ _
X] = /O z f(z)de = k /0 2(100—22) dz k[SOx 4]0 k(5000—2500) = 2500 k =[3.75 kg |

14



2) Peso esperado tras el almacenamiento

Peso medio final por fardo: 100 — [X] = 100 — 3,75 = 96,25 kg.
Peso total esperado a la venta:

W = N-96,25 =100 x 96,25 = |9625 kg |.

(a) Beneficio esperado con subida del 5%

Precio de venta por kg: 1,05p. Ingreso esperado: I = W - 1,05p = 9625 x 1,0bp =
10106,25 p.

Beneficio esperado:

B =1—C =10106,25p— 10000 p = | 106,25 p ptas. |

(b) Menor incremento para no tener pérdidas

Sea r el incremento relativo del precio (r = 0,05 significa 5 %). Ingreso esperado: I(r) =
9625(1 4 r)p. No pérdidas < I(r) > C:

10000 375 3
25(1 > 1 1 > =14+ — =1+ —.
9625(1 +r)p > 10000p — +r > OOE +9625 +77
Luego
10000 3
min:—_]-:_%7 1 min ~ O, 1 .
T 0625 - 0,038961 = |r 3.8961 %

Respuesta. (a) Be, = 106,25p ptas.  (b) Incremento minimo para no tener pérdidas:

3
— ~ 3,8961 %.
7 ’ %

14. Ejercicio 14
La proporcion de alcohol de cierto compuesto es una v.a. X con funcién de densidad
fx(x) =202%(1 — 2), 0<z<1 (0en elresto).

El precio por litro y la demanda (en litros) estén relacionados con X por

5000

P=500+1000X, Q=1

a) Determine la funcién de densidad de la demanda Q).

b) Calcule el valor esperado de la venta total del compuesto.

15



Solucion

a) Densidad de ). Sea ) = g(X) =5000/X.En0 < z < 1 la funcién g es monétonamente

decreciente y

5000
q=g(r) = 35:971((1):7: q > 5000.

La férmula de cambio de variable da

fala) = fx(97'(a)) diqgl(q)‘ = fx (%) 5?%, g > 5000.

Sustituyendo fx:

fo(q) = 20

5000% 5000
- (1 — —) , g > 5000, fo(q) = 0 en otro caso.
q

q

20 - 5000 20 - 50007

para g > 5000.
¢ q° )

(Equivalente: fo(q) =

b) Valor esperado de la venta total. La venta total (ingreso) es

5000 2,500,000
> C'¢

R=P-Q = (5004 1000X) -+ 5,000,000.

Por tanto .
E[R] = 2,500,000 E {}} + 5,000,000.

Con fx(z) = 2023(1 — x):
1 il ! 1 1 5
E[ﬂ :/0 E20553(1—ac)d:c:Qo/o (2 — 2% da::20<§—1) =3

5 55
E[R] = 2,500,000 - 3 + 5,000,000 = 5 10° wm. = 9,166,666,7 u.m.

Asi,

(Opcional) Si por “venta total” se entiende cantidad vendida,

1 5 [25
E[Q] = 50001}3[}} =5000- 5 =| 5 103 litros ~ 8333,33 1.

15. Ejercicio 15

Sea X una v.a. con funcién de densidad
1
f(z)==e** siz>0 (0en el resto).
Halle:

16



a) Sus momentos respecto al origen de cualquier orden.

b) Desviacion tipica.

)
)

¢) Mediana.
)

d) EIl 90 percentil.

Solucion razonada

La v.a. X es exponencial con escala A > 0 (media )\, varianza A\?).

a) Momentos respecto al origen

Para r € N,
< 1
[XT} :/ " —e " dx.
0 A
Haciendo el cambio u = z/A (x = Au, dz = A du),

[(x7] = x/ we ™ du=NT(r+1)=[rI\]
0

(Seusé I'(r +1) =rl.)
En particular, [X] = 11\ = Ay [X?] = 2I\% = 2)2.

b) Desviacién tipica
(X)=[X7] = (X])? =2V =N =X, ox=(X)=[Al

c) Mediana

La F.D.A. es F(z) =1 — e %/ para x > 0. La mediana m satisface F(m) = i:
S R TP

d) Percentil 90
Sea xg g9 tal que F(zg9) = 0,9:

1—e™9/* =09 = ¢ %9 =0,1 = |299=-AIn(0,1) =AIn10|

(Numericamente, x¢9 ~ 2,302585 \.)
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16. Ejercicio 16
Dado el vector aleatorio (X,Y") cuya funcién de densidad conjunta es
flz,y)=x+y si0O<z,y<1l (0en elresto).

Determine:
a) (X,Y).
b) (Y | X).

Solucion razonada

Normalizacion

Comprobamos que f(x,y) es una densidad:

1l 1 1 , 1
//(:U—i-y)dydx—/[96-1—1—%](155—/(95—1—%)6[95—[%4—%] =1+3=1
o Jo 0 0 0

Correcto.

1) Célculo de esperanzas

[X] :/01/0135(:1:+y)dydx.

Primero en y: fol z(z +y)dy = fol(xz +ay)dy = 2% -1+ x - % = 2® + £. Luego en x:
1 @ ]
Jo@+2)de =5+ = 5. Asi, [X] = 5.

Por simetrfa, [Y] = 5.

(XY] = /01 /ley(a:+y)dydx.

Integrando en y: fol(a:yQ + 2%y)dy = % + %2 Luego en x: f;(% + ‘%2) dr = % + % = %.Por
tanto, [XY] = 3.

a) Covarianza

2
X, V) = 1XY]-[X]Y]=3- (%) = - - - -

18



b) Esperanza condicional (Y | X)
La marginal de X:

1
fx(m):/(:lr+y)dy:x+%, 0<z<l.
0

La condicional:

flz,y)  x+y
fY\X(ylx) fX(-T) T+ %7 Yy
Entonces,

U oty 1 ! 9 1 1
Y| X=2)= dy = oy + 3 dy = <£+_>
(Y| )/war%ywr%/o(y y)yx+%23

£+l

Y|X=2)=2-

T+ 5

17. Ejercicio 17

Sea (X,Y) un v.a. bidimensional con funcién de densidad
flzyy) =1 si0<|yl<z<1 (0 en el resto).

Demuestra que X e Y estan incorreladas pero no son independientes.

Solucion razonada

1) Comprobacién de que es densidad. Sobre el dominio D = {(z,y) : 0 <z <1, —z <

y <}, 1 )
// 1dyd:c:// 1dydx:/ 2vdr = [1:2}(1):1.
D 0J-z 0

2) Medias (uy,py) y producto esperado. Por simetria en y, uy = E[Y] = 0. Ademés,

1 o 1 1 9
uX:E[X]:// :cdydx:/ x(2x)d:c:2/ 2 dr = <.
0J-a 0 0 3

1 po 1 27 1 2 2
E[XY] = rydyder = | = YV de= [ o2 - )az=0.
2 2 2
0J-a 0 & 0

3) Incorrelacién. La covarianza (notacién descriptiva oxy ) es

2
O'XY:COV(X,Y) :]E[XY]—,uX;zy:O—g():O

Por tanto, X e Y estan incorreladas.
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4) No independencia. Las marginales son
T 1
fX(x)—/ ldy =2z, 0<z<l; fy(y)—/ldx—1—|y|, -l<y<l
- |yl

Si fueran independientes, deberia cumplirse f (x y) = fx(z
pero f(z,y) = 1. Basta un contraejemplo: en (z,y) = (3,

f(274)_17£2 (_%1):%'

Luego X y Y no son independientes.

fr(y) = 2z(1—|y|) en el dominio,
) (donde |y| < =),

NG

18. Ejercicio 18

Consideremos dos v.v.a.a. X e Y con la siguiente distribucién de probabilidad conjunta:

Y\X |0 1
0 |a b (a,b,c,d >0, a+b+c+d=1).
1 c d

Demuestre que si son incorreladas entonces son independientes.

Solucién razonada
Para variables binarias X,Y € {0, 1} se tiene:
E[X]=P(X =1) = b+d, E[Y]=PY =1) = c+d, EXY]=P(X=1,Y =1)=d.
“Incorreladas” equivale a Cov(X,Y’) = 0, es decir,
E[XY] =EX]|E[Y] < d=(b+d)(c+d). (1)

Probamos ahora que (1) implica independencia, esto es, P(X = z,Y = y) = P(X =
z)P(Y = y) para x,y € {0, 1}.

Celda (1,1): ya es cierta por (1):
PX=1Y=1)=d=0b+d)(c+d)=PX =1)P(Y =1).

Celda (0,0):
P(X=0Y=0=a=1—(b+c+d).

Ademas,
P(X =0)P(Y =0) = (a+c)(a+d) = (1—(b+d))(1—(c+d)) = 1—(b+c+d)—(c+d)+(b+d) (c+d).

Usando (1), (b+d)(c+d) =d, quedaP(X =0)P(Y =0)=1—(b+c+d) =a.
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Celda (1,0):
P(X = 1)P(Y = 0) = (b+d)(a+b) = (b+d)(1—(c+d)) = (b+d)—(b+d)(c+d) = (b+d)—d = b,

por (1), que coincide con P(X =1,Y =0) =b.
Celda (0,1):

P(X =0)P(Y =1) = (a+c)(c+d) = (1—(b+d))(c+d) = (c+d)—(b+d)(c+d) = (c+d)—d = c,

de nuevo por (1), que coincide con P(X =0,Y =1) =c.

Como las cuatro igualdades P(X = z,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y) se cumplen, se
concluye que X e Y son independientes.
O

19. Ejercicio 19
Una v.a. X tiene una funcién de densidad dada por
flx) =2 siz>0 (0 en el resto).
a) Calcule P(|X — E[X]| > 1).

b) Obtenga un limite superior de P(|X —E[X]| > 1) y compérelo con el resultado obtenido
en el apartado a).

Solucion razonada

La densidad corresponde a una exponencial de pardmetro A = 2 (escala 1/2). Por tanto
1 1

1 1
E[X]:X:? Var(X):—/\z =1
a) Calculo exacto

P(IX—3/>1)=P(X <—-10X>3).

Como X > 0 casi seguro, el primer suceso es imposible y queda

P(IX -1 >1)=P(X > 2)=e20/2 = |e7% ~ 0,04979 |
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b) Cota superior (desigualdad de Chebyshev)
Por Bienaymé—Chebyshev,
Var(X) 1

P(|X —E[X]|>1) < m == 0%

Comparacion: la cota 0,25 es mucho mds laza que el valor exacto e™® ~ 0,04979.

Nota (opcional): al ser un suceso de cola superior, puede usarse la cota de Cantelli
(una-lateral):
o? 1/4
o2+1 1/44+1

que mejora a Chebyshev pero sigue siendo mayor que e 3.

20. Ejercicio 20

El tiempo necesario para transportar un cargamento por via maritima entre dos puertos
sigue una distribucién de probabilidad de media 90 h y desviacion tipica 3 h. El capitan del
barco pretende llegar al otro puerto entre 80 y 100 horas después de haber abandonado el
primero. Obtenga un limite inferior para la probabilidad de que se cumpla lo que dice el
capitan.

Solucion razonada

Sea T el tiempo de viaje. Se conoce sélo su media p = E[T] = 90 h y su desviacién tipica
o = 3 h. El intervalo [80, 100] es simétrico respecto a u con semiancho k = 10 h, es decir,

[80,100] = [ — k, u + K], k = 10.

Por la desigualdad de Bienaymé—Chebyshev,

2

BT -l 2 k) < 75
Por tanto,
o? 32 9

Asi, un limite inferior para la probabilidad de llegar entre 80 y 100 horas es 0,91 (91 %).

21. Ejercicio 21

Dada una v.a. con funcién de probabilidad
P(X =Fk)=pqg" sik=0,1,2,..., conp+qg=1 0<p<l.

Obtenga la funcién generatriz de momentos.

22



Solucion razonada

La variable aleatoria X sigue una distribucion geométrica con parametro p, cuya funcion
de probabilidad es
P(X =k)=p(1-p)*, k=01,2...

(en este caso ¢ =1 — p).
La funcién generatriz de momentos (f.g.m.) se define como

Mx(t) =E[e"] = Zetkqu.

k=0

Esto es una serie geométrica de razén ge', valida si |get| < 1

pz 1—qet’ parat < —Ing.

Resultado final

La funcién generatriz de momentos es

p
1 — get’

Mx(t) = vélida para t < —Ing.

22. Ejercicio 22
Dada la v.a. X cuya funcién de probabilidad es
P(X =0) =3, P(X =1)=2.
Obtenga:
a) Su funcién generatriz de momentos.

b) Los momentos ordinarios.

Solucion razonada

Observamos que X ~ Bernoulli(p) con p = %

a) Funcién generatriz de momentos

Por definicion,
M () = B[e™] = ¢ B(X = 0) + " B(X = 1) =  + 3¢t
En forma general para Bernoulli(p): Mx(t) = (1 — p) + pe'.

23



b) Momentos ordinarios

Paran >0,
1 2 1, n=0
my, =EX"]=0"3+1"5 =1, >1
3 n =
En particular,
EX]=m =%  EXJ=my=2  Var(X)=E[X)] - (E[X])?=2-2=2

23. Ejercicio 23

Dada la v.a. con funcién de densidad
flz) = %e’m, z € R.
a) Obtenga la funcién generatriz de momentos.

b) Obtenga la media y la varianza.

Solucion razonada

La densidad corresponde a una distribucion Laplace con parametros p = 0 (localizacién)
y b =1 (escala).

a) Funcién generatriz de momentos

Por definicion,

Mx(t) = E[e"X] = / et %e‘m dx.

—0o0

Se descompone en dos integrales:

0 0o
(/ et e® dr + / elte™® dx) .
—00 0

Para z < 0: e®e® = (D7 La integral converge si t + 1 > 0, es decir ¢ > —1.

0 1
/ 6(tJrl)z dr = ——
oo t+1

Para z > 0: e®e™® = et=Y2 Converge si t < 1.
> 1
/ et gy = ——
; 1—¢

24
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Combinando:

Simplificando:

b) Media y varianza

La media es
i = E[X] = M 0).

Como Mx(t) = 175, se tiene

2t

M (t) = A—pp M (0) = 0.
Por tanto, p = 0.
La varianza:
Var(X) = My (0) — p*.
2(1 4+ 3t?)
M (t) = RSO M (0) = 2.
Luego
Var(X) =2 - 0% =[2]
Resultado final
Mx(t) = L lt] < 1; E[X] =0; Var(X) =2

24. Ejercicio 24

La v.a. X tiene como funcién de densidad

A
flz) = B e~ Ae—ml para todo x € R (A > 0 constante).

Determine:
a) La funcién generatriz de momentos.

b) La esperanza matematica.

Solucién razonada

La densidad es la de una Laplace (o bilateral exponencial) con pardmetros de localizacion
y escala (m,b) donde b =1/\. Es decir, X =m +Y con Y ~ Laplace(0,b) y b=1/\.
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a) Funcién generatriz de momentos

La f.g.m. de Y ~ Laplace(0,b) es (para |t| < 1/b):

1
_ Y1
My(t) = Ble"] = —.
Como X =m + Y, entonces
t(m+Y) mt e e mt \?
Mx<t) = E[e ] =€ My(t) = 1 — 022 = t2 = Mx(t) =€ m y |t‘ <A
1 — —

)\2

b) Esperanza matemaética

Se puede obtener por simetria (la densidad es simétrica respecto a m) o derivando la
f.gm.:

= 1m.
t=0

, d [/ = X
E[X] = Mx(0) = o (e t/\g —t2)

E[X]=m

25. Ejercicio 25

Sea X una v.a. con funcién de densidad
flxy=¢* x>0 (0 en el resto).

Pruebe que la funcién generatriz de la v.a. X — E[X] viene dada por

o(t) = t <1

Solucién razonada
La variable X es exponencial con parametro A = 1. Se sabe que

E[X] =< =1

1
A

La funcién generatriz de momentos de X es
Mx(t) = E[e'¥] = / e dr = / e” =07 g,
0 0

que converge para t < 1. El valor de la integral es



Ahora, consideremos la variable centrada Y = X — E[X] = X — 1. Su funcién generatriz
de momentos es

o(t) = B[] = E[e!™ Y] = E[e'X] e = e Mx(2).
Sustituyendo Mx(t):

ety =t —— = L ot< 1.

26. Ejercicio 26

Sea X una v.a. indicativa del niimero de méquinas que pueden averiarse en un dia, con
funcién generatriz de momentos

dx(t) = (0,2¢' +0.8)".

Calcule la desviacion tipica de X.

Solucion razonada

Reconocemos la f.g.m. de una Binomial X ~ Bin(n,p), cuya forma general es ®(t) =
(g+pe)*cong=1—p. Aquin=4,p=02y q¢=0_3.
Para una binomial:

Por tanto, la desviacion tipica es

ox =/ Var(X) = 1/0,64 = 0,8]

(Comprobacién via derivadas de la f.g.m.) Sea a(t) = 0,2¢' + 0,8. Entonces ®(t) =
a(t)t, ®'(t) = 4a(t)3d' (t), ®"(t) = 4(3a(t)*(d'(t))* + a(t)a”’(t)). Evaluando en t = 0: a(0) = 1,
a'(0) = 0,2, a"(0) = 0,2. De aqui,

EX]=9'(0)=4-1°-02=0,8, E[X?]=®"(0)=4(3-0,2*40,2) = 1,28,
Var(X) = E[X? — (E[X])* = 1,28 —0,8° = 0,64 = ox =0,8.

27. Ejercicio 27

Sean X,Y variables aleatorias independientes, con funciones de probabilidad:

Y

AT A
P(X:x):e”‘l—}, xr=0,1,2,..., P(Y:y):e*)@—?, y=0,1,2,...
x! y!

a) Obtenga la funcién generatriz de momentos de X y de Y.
b) Obtenga la esperanza y la varianza de X y de Y.

c) Obtenga la funcién generatriz de momentos de Z = X + Y.
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Solucion razonada

a) Funcién generatriz de momentos de X y Y

Recordemos que si X ~ Poisson(\), entonces

x
Mx(t § jetf S

Asi,

[e9]

e e =exp(A(e' — 1))

My (t) = exp(Mi (e’ — 1)), My (t) = exp(Aa(e — 1)).

b) Esperanza y varianza

Para una Poisson(\):
E[X] = A, Var(X) = \.

Por tanto,

]E[X] = )\17 Var(X) = )\17 E[Y] = )\2, Var(Y) = )\2.

c) Funcién generatriz de momentos de Z = X +Y

Si X, Y son independientes, la f.g.m. de la suma es el producto:
My(t) = Mx(t) My (t) = exp(Ai(e" — 1)) - exp(Xa(e’ — 1)).

Simplificando:
My (t) = exp((A + Ag)(e" — 1)).

Conclusion

My (t) =MD My(t) = D My(t) = M=),

Ademas,

E[X] = A\, Var(X) = \; E[Y] = A2, Var(Y) = Xo.

28. Ejercicio 28

Sea X una v.a. con funcién generatriz

1 _'_ et2/2
Oy (t) = 5
Sean Xy, X, ..., X, variables aleatorias independientes entre si y con la misma distribucién

que X. Calcule:
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a) La funcién generatriz de la variable Y definida por

1 n
b) La media de Y.

Solucion razonada

a) Funcién generatriz de Y

La funcién generatriz de momentos de una suma de variables independientes es el producto
de las funciones generatrices de cada una. Sea S =" | X;. Entonces

22\ "
Ds(t) = (B (1) = (”T) |

Como Y = %S, su f.g.m. se obtiene sustituyendo ¢/n:

t2 n

n 1+ e2n?
o) = as(d) = (ex())" = (5
Pr(t) = (2577)
b) Media de Y
La media se obtiene como
1 n
E[Y] = — Y E[Xi] = E[X].
i=1
Calculo de E[X] a partir de ®x():
1+ e"/? 1
Dx(t) = — . Bx(t) =5 et
Evaluando en ¢ = 0: 1
@3((0):5-60-0=0
Por tanto, E[X] = 0, y de ahi:
E[Y]=0
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29. Ejercicio 29
Sea el vector (X,Y') con funcién de densidad conjunta
flz,y)=1 si0<z<1l,0<y<l1 (0 en el resto).

a) Obtenga su funcién generatriz.

b) Sea Z = (Z1,Z;) donde Z; = X +Y, Zy = X — Y. Obtenga la funcién generatriz de Z.

Solucion razonada

Observacion inicial. La densidad es constante en el cuadrado unidad, luego X ~ U(0, 1),
Y ~ U(0,1) y son independientes.

a) Funcién generatriz (de momentos) conjunta de (X,Y)

Definimos ®x y (t1,t2) = ]E[etlx+t2y]. Por independencia: ®x y (t1,t2) = Px(t1) Py (t2).
Para U(0,1),

! el —1
@X(t):/ e dr = (t #0), Dy (0) =1,
0
y andlogamente para Y.
Por tanto,
et —1 e -1
Oy y(ty,t) = P (con extensién continua en t; = 0 o ¢ty = 0).
1 2

b) Funcién generatriz de Z = (71, 7Z;) con Z1 =X +Y, Z, =X —-Y
La f.g.m. conjunta de Z es

Dy (u,v) = E[€UZ1+UZ2i| _ E[eu(X+Y)+v(X—Y)] _ E[e (u+v)X+(u7v)Y] .

Esto es justamente la f.g.m. de (X,Y) evaluada en (u + v, u — v):

equv _ 1 eufv _ 1

Oy(u,v) =Pxy(u+v, u—v)= o usw

Y

con la misma extensién continua cuando w + v = 0.

et 1 vt — 1

u—+v U —7v

by(u,v) =
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30. Ejercicio 30

Sea (X,Y’) un vector bidimensional con funcién de probabilidad

1

P(X:m,Y:n):W,

mn=12,...

Calcule la funcién generatriz de momentos de Z = (Z, Z,), siendo
Zi=X+Y, Zy=X-Y.
Solucién razonada

1) Identificacién de la distribucién

La funcién de probabilidad conjunta se factoriza:

1 1
PX=mY=n)=— -—, mmn>1.
2m  2n
Luego X e Y son independientes y cada uno tiene
1
P(X:m)ZZ—m, m:1,2,...

(lo mismo para Y'). Esto corresponde a una Geométrica desplazada (soporte m > 1) con
pardmetro p = 3.

2) Funcién generatriz de momentos conjunta de (X,Y)

Por definicion:

Para X:

Igual para Y. Entonces,

Dxy(ti,t2) = e

3) Funcién generatriz de momentos de Z = (71, Zs)

Definimos:
Sy (u,v) = E[6u21+’uZ2] — E[eu(X-&-Y)—i-v(X_Y)].

Esto se simplifica:
w(X+Y)+o(X-Y)=(ut+v)X + (u—0)Y.

Por tanto,
Dy(u,v) = Pxy(u+v,u—wv).
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4) Expresion final

Sustituyendo:
eu+v eU—v
@Z(U/, /U) = 2 u-+v . : uU—"v
11— 1—%
€u+v eufv
2 2 +
(I)Z(U,’U) = ity TR el < 2
1-— 1-—
2 2
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