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EXERCISE BOOKLE

EXPLORING DATA DISTRIBUTIONS & MEASURES




Ejercicio 26

Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Se extraen dos bolas sin reemplazo.
Defina X = 1{1? extraccién es blanca} y Y = 1{2% extraccién es blanca}.

a) Obtenga la distribucién de probabilidad conjunta de (X,Y).
b) Obtenga las marginales de X y de Y.
c) Calcule P(Y =0| X =0),PY=1|X=0),PY=0|X=1),PY=1|X=1).

Solucion

Con 3 blancas (B) y 5 negras (N), total 8 inicialmente:

Si X =1 (sali6 blanca), quedan 2 B y 5 N (total 7):

PY=1|X=1)=2, myzmxzn:;

Do

Si X =0 (sali6 negra), quedan 3 By 4 N (total 7):

4
P(Y:l]X:O):%, PY=0|X= ):?
a) Conjunta de (X,Y).
5 4 20 D 5 3 15
PO0)=2-—===2 PpPO1)=2-2=_
(0.0) 8 7 56 14’ (0.1) 8 7 56
3 5 15 3 2 6 3
P].O _ = - = —= Pll:— _ = — = —
(1,0) 8 7 56’ (1,1) 8§ 7 56 28
b) Marginales.
35 21 35 21
P(X=0)=— =1)=— PY =0)=— =1)=—.
x=0=2 px-n=2 py-0-2 py-n-2
c) Condicionales.
20/56 4 15/56 3
P —0|x—0)= 2956 4 py_qx g 1856_3
35/56 7 35/56 7
PV =0 X=1)= 256 5 by x oy 856 2
21/56 7 21/56 7



Ejercicio 27

Sea (X,Y) un par de variables aleatorias con soporte X € {3,6} y Y € {10, 14, 18}. La
distribucién conjunta es

Y=10 Y=14 Y =18 | Suma fila
X=3 0,25 0,15 k
X =6 0,10 0,05 0,13
Suma col. 1

(1) Determine k para que sea una distribucién vélida.
(2) Calcule las marginales Py y Py.

(3) Calcule P(X |Y =10)y P(Y | X =6).
Solucién

1) Valor de k. La suma total debe ser 1:

0,25+0,154+%k+0,104+0,06+0,13=1=k=1-0,68 =0,32.

Tabla conjunta completa.

[Y=10 Y=14 Y =18
025 0,15 0,32
0,10 0,05 013

X =3
X =6
2) Marginales.

Px(3) =0,25+0,15+0,32=0,72,  Px(6) = 0,10+ 0,05+ 0,13 = 0,28.

Py (10) = 0,254 0,10 = 0,35, Py(14) =0,15+ 0,05 = 0,20, Py (18) =0,32+ 0,13 = 0,45.

3) Condicionales.

025 5 0,10 2
0,10 ) 0,05 ) 0,13 13

Resumen: k£ = 0,32; Px = {0,72, 0,28} para x = 3,6; Py = {0,35, 0,20, 0,45} para
y=10,14,18; P(X | Y=10) = {5/7, 2/7}; P(Y | X=6) = {5/14, 5/28, 13/28}.



Ejercicio 28
Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto con
P{X=i Y=jt=c(i+j), i=1234, j=1,23,

y P{X =4,Y = j} =0 en otro caso.

a) Determine el valor de c.

b) Obtenga las distribuciones marginales de X y de Y.
c) Calcule P(X =i | Y =j)y P(Y =4 | X =1).

)

d) ;Son X y Y independientes? Justifique.

Solucion

a) Célculo de c.

4 3 4 4

1= "> cli+j)=cd [(i+1)+(i+2)+(i+3)] =c) (3i+6)=54c,

=1 j=1 =1 =1

de donde | ¢ = 1/54]|.

b) Marginales.

3 : .
1 3t+6 |+ 2
Px(i) =Y —(i+j)= = . i=1,2,3,4.
£ 54 54 18
4 : .
1. . 1044y o+ 2j ‘
i=1
c) Condicionales.
PG,j) _ (i+35)/54 | i+J

PX=i|lY=j)= Py(j) (10+45)/54 |10+4j |

v PGy )54 | ity
Py =jlX=9= Px(i)  (3i+6)/54 |3(i+2)|

d) Independencia. Se requeriria P(i, ) = Px(i)Py(j) para todo i,j. Con i = j = 1:

2 1 3 7 7
P(11)="2=_— Py(1)Py(1) = — . — = —.
(1,1) 54 27’ x(1)Pr(1) 18 27 162
C 1# T Xvy independient
mo — —_— n n 1n ndalen .
0 027 162’ y o son independientes



Ejercicio 29

La funcién de probabilidad conjunta de (X,Y") viene dada por:

X\Y|o 1
2 5

0 i
9 18
L2 2
18 9

Obtenga:
a) Las funciones de probabilidad marginales de X e Y.
b) La funcién de distribucién conjunta Fxy(z,y) = P(X <z, Y <uy).
c) Las funciones de distribucién marginales Fx y Fy.
)

d) Pruebe que X e Y no son independientes.

Solucion

a) Probabilidades marginales (pmf). Sumando por filas y columnas:

2 ) 1 ) 2 1
2 5 1 5 2
P —p P(1 207 - p(l)= 12 _1

b) Funcién de distribucién conjunta Fyy (z,y) = P(X <z,Y <y). Como X € {0,1}
y Y € {0,1}, Fxy es escalonada y queda:

-~

r<0oy<0,
0<z<l1l 0<y <1,
r>1, 0<y <1,
0<xr<l, y>1,
rx>1, y>1

FX,Y<:E7 y) =

— = = oy O

Ve

c) Funciones de distribucién marginales (CDF).

0, z<0, 0, y<0,

1 1
Fy(r)=P(X <x)= 3 O<e<l, Fy(y) = P(Y <y) = 3 0<y<l,

1, x>1, 1, y>1.



d) No independencia. Si X eY fuesen independientes, se cumpliria P(0,0) = Px(0)Py(0).

Sin embargo,
1

P(0,0) = g -+

N | —
DN | —

Por tanto, X e Y no son independientes.

Ejercicio 30

La variable aleatoria X toma los valores 0 y 1 con probabilidades 1/2 y 1/2; respecti-
vamente. La variable aleatoria Y toma los valores 0 y 2 con probabilidades 1/3 y 2/3. Sea
p=P(X =0,Y =0). Determine, en funcién de p,

P(X=0Y=2), PX=1Y=0), PX=1Y=2).

Solucion

Escribimos la tabla conjunta con incégnitas y usamos que las sumas por filas y columnas
deben coincidir con las marginales.

Y=0Y=2|PX)
X=0 D a %
X =1 b c %
PY) [ 5 3
De las sumas por fila:
pta=1=a=1i-p  btc=1=c=1-0b

De las sumas por columna:

Por tanto

Comprobacién con la columna Y = 2:
1 1 2
a+c= <§—p) + <5+p> =:=PY =2).

Resultados en funcién de p:

Para que todas sean probabilidades vélidas se requiere 0 < p < z (lo demds queda
automaticamente satisfecho).



Ejercicio 31
Sean X e Y variables aleatorias continuas con densidad conjunta

c(z®+y?), 0<z<l1, 0<y<l,
0, en otro caso.

fxy(z,y) = {

a) Determine c.

b) Obtenga la funcién de distribucién conjunta Fxy(z,y) = P(X <z, Y <y).

)
)
c) Obtenga las densidades marginales fx, fy y las condicionales fx|y, fy|x.
d) Calcule P(X <3, Y > 1).

)

e) ;Son X e Y independientes?

Solucion

a) Constante de normalizacién.

1—/1/1C(x2+y2)dydx—c/l(x2+1>dx—c(1+1>—c 2
0 Jo 0 3 3 3 3
Deaqui,E.

b) Funcién de distribucién conjunta. Para0 <z <1, 0 <y <1,

A 2 3% 5 Y’ L. 3 3
Fxy(z,y) = 5(“ +v)dvdu:§ (u y+§>du:§(x y+zy’).
0Jo 0

Por extension,

0, r<00y<0,

1

§(x3y—|—xy3), 0<z<l1 0<y<l,
Fxy(z,y) = Fy(y), r>1, 0<y<1,

Fx(x), O<x<l y>1,

1, x>l y>1,

donde F'x y Fy se dan abajo.

c) Marginales y condicionales.



Sus CDF marginales (para 0 < ¢t < 1) son

tr3 1 1 1 1 1
Fx(t) = W4 S ) du= -8+ =t Fy(t) = =t + —t.
x(?) /0<2“+2) u=gt gt v(t) =5t +3

Densidades condicionales, para 0 <z < 1,0 <y < 1,

fxy(z,y) ( Y ) 3 2 2
T = 2 = = T <|» s
fX\Y( | y) fY(y) 1_'_ §y2 1 _|_3y2 ( Yy )
2 2
3 2 2
. fX,Y(fan) _ §($ +v) _ 3 2 2
leX(y|$)_ Fx(@) -1 3, 1_’_31,2(35 +y7) |
_+_:L=
2 2
d) Probabilidad P(X <1, ¥ > 1).

Y2 orl3 3 (V272 7 3/1 7 1
- = (2 2dd:_/ S A==+ — ) ==
/0/1/22(33 Fy)dyde =5 | 3ty =5 5t E) 7|1

e) Independencia. Si fuesen independientes, fxy(x,y) = fx(z)fy(y). Sin embargo, por

ejemplo en x =y = %,
11 3/1 1 3 1 1 ™ /7 49
fer(33) = 5(1 * z) = KRG =G =
3
Como — 7é —, no son independientes.

64’
Ejercicio 32
Sea (X,Y') una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad conjunta

k(z+y), 0<z<2 0<y<lI,

JC_X7Y( y) {O’ 1 res .

a) el valor de k;

b) la funcién de distribucién conjunta Fyy(z,y) = P(X <z, Y <y);

c¢) las densidades marginales fx, fy;

e

)
)
d) las funciones de distribucién marginales F'y, Fy;
) la densidad y la funcién de distribucién de Y condicionadas a X = z;
)

f) ison X e Y independientes?



Solucion

a) Normalizacién.

1:/OQ/OIk(x+y)dydx:k/02<x+%>dx:k:[%Jr%}z:i’)k = [k =

b) Funcién de distribucién conjunta. Para0 <z <2y 0<y <1,

Wl

T ry 1
Fxy(z,y) :// s(u+v)dvdu = é(ny—i-myQ).
0 Jo

Extension por tramos:

0, r<0o0y<0,
t@y+ry’), 0<w<2,0<y <1,
Fxy(z,y) = q Fy (), r>2 0<y<I,
Fx(z), 0<xr<2, y>1,
(1 r2>2,y=>1,
o de forma compacta: Fyy(z,y) = é ((min{z,2})*min{y, 1} + min{z, 2}(min{y, 1})?).

c) Densidades marginales.
1
fx@) = [ de+ndy=i(e+3). 0<o<2
0

fy(y):/o %(x—l—y)dx:%(Q—l—Qy):%(l—i-y), 0<y<l1.

d) Funciones de distribucién marginales. Para 0 < x <2,

T 2+ 0, $<0,
22+
FX(IL‘):/ (%%—%)duz e Fx(x) = 532%, 0<z<2,
0 1, z>2
Para 0 <y <1,
’ 5 1 0, y <0,
Fy(y)z/ %(1+t)dt=§y+§y2, Fy(y) =9 2y+3y%, 0<y<1,
0
1, y>1



e) Condicionales de Y dado X =z. Para0<zx<2y0<y<]1,

fxy(zy)  z@+y) r+y
) = 2 frnd — , OS S 1
Su CDF condicional es
Fyix(y | x) /yIHdt xy+%y2 0<y<1
:L' = = —’
vixy o T+ 1 z+1 Y

f) Independencia. Si X e Y fuesen independientes, se tendria fxy(z,y) = fx(z) fy(y).
Pero, por ejemplo, en (x,y) = (0,0),

Fey(0,0) =0, FxO)f(0) = (3)(3) = 4 #0.

Por tanto, X e Y no son independientes.

Ejercicio 33

Sea
r+y, O<z<l O0<y<l,

0, en el resto,

Ixy(z,y) = {

la funcién de densidad conjunta de (X,Y).
a) Calcule las funciones de densidad marginales.

b) ;Son X e Y independientes? Calcule las densidades condicionales.

Solucion

Comprobacién de normalizacién (opcional).

[ [@rnavar= [ @+ pa=(5+3)

a) Densidades marginales.

1
fX(a:):/(a:+y)dy:x+—, 0<x<l,
0

fy(y):/o(x+y)d:c:—+y, 0<y<l.



b) Independencia y densidades condicionales. Si X e Y fueran independientes, de-
berfa cumplirse fxy(z,y) = fx(2)fy(y) = (x+3)(y+3), lo cual no coincide con fxy(z,y) =
x +y (por ejemplo en (0,0): 0 # }1) Por tanto, X e Y no son independientes.

Las densidades condicionales, para 0 < z < 1, 0 < y < 1, son:

fxy(zy) x4y

fxy (x| y) = ) T fxy(zy)  x+y

fY|X(y|:C): fX(x) I+l

Ejercicio 34
Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad

20 +y

fxy(z,y)=4¢ 210 °
0, en el resto.

2<2<6, 0<y<5,

Halle P(X +Y > 4).

Solucion

Primero puede comprobarse la normalizacion:

2 I 1
// Yy L 0w 1 12,5) dp = 20090
2

210 ~ 210 210

El evento complementario es { X +Y < 4}, que dentro del rectangulo 2 < x < 6,0 <y < 5
corresponde al triangulo

T=A{(z,y):2<x<4, 0<y<4-—uz}

Por tanto,
2
P(X+Y>4):1—P(X+Y§4):1—// Z;Bydd
Integramos:
1 4 y2 -z 1 4 (4_@2
P(X+Y <4 2 . dr = — 2x(4 — d
(X + ) = 210/[963/—1-2]0 T 2102(x( z) + 5 >x
1 1 g 1202
— | 8+4r -3 dr=— [z +22° - L% = — = —.
og J, B+ 4w —5%) do = o (8o 20" =507, = o5 = 5
Luego
2 33
PX+Y >4)=1—-—=2"~0,942857 |
(X + ) 35 35

10



e e

Ejercicio 35
La funcién de densidad conjunta de (X,Y) es

e~ >0, y>0,

fX,Y(l",y) = {

0, en otro caso.

Halle:
a) La funcién de distribucién.

b) P(X <3, Y <4).
d) Las densidades condicionales.

i,Son X e Y independientes?

)
)
c¢) Las densidades marginales de X e Y.
)
e)
)

f) Si X e Y representan ventas (en miles) de dos articulos A y B, calcule P(X +Y > 10).

Solucion

a) Funcién de distribucién conjunta Para x >0, y > 0,

Ty
Fxy(r,y)=P(X <z, YV <y)= / / e dydu=(1—e) (1—e).
o Jo

Por tramos:
0 r<0o0y <0,

(I—e™)(1—-e"Y), >0, y>0.

Fyy(r,y) = {

11



b) Probabilidad pedida

PX <3, Y<4)=(1-e?)(1-¢c").
c) Densidades marginales
fx(x) = /OO e dy =7, x> 0; fy(y) = /OO e dr =Y, y>0.
0 0
Luego X ~ Exp(1) e Y ~ Exp(1).

d) Densidades condicionales

fxy(zy) e o)
p— 2 pu— pu— r > 0
fX|Y(x | y) fY(y) p—” S x )
—(z+y) B
frix(y | z) = = =€ Y.y >0.

e) Independencia Como fxy(z,y) = fx(z) fy(y) (o equivalentemente fx)y = fx), se
concluye que X e Y son independientes.

f) Probabilidad P(X +Y > 10) Sea S = X + Y. Para suma de dos exponenciales
independientes con tasa 1, S ~ Gamma(k =2, A =1) con

Fs(s)=1—¢*(1+s), s>0.
Por tanto la cola es

P(X +Y > 10) = P(S > 10) = e~1(1 + 10) = ~ 4,99 x 107,

Ejercicio 36

La funcién de densidad conjunta de (X,Y) es

xy

— O<zr<4, 1<y<bh,
fxy(z,y) =4 96

0, en el resto.

Calcule:
a) P(1<X <2 2<Y <3).
b) P(X >3, Y <2).

¢) F(2,3)=P(X <2, Y <3).

12



Solucion

Comprobacién de normalizacién (opcional).

1[4 127 1[4 12 [221*
// Y dy d = 5 4%1 dx—%/x-de—%[%} —1.
1 0 0

a) Pl<X<2 2<Y <3).

1
//ﬁdd o

b) P(X >3, Y <2). Enelsoporte, Y <2 equivalea 1 <y < 2.

41 992

xy 1 [2? Y 1 7 3 7
— dydzr = =
// YT 06 ]H

2],12
c) F(2,3) =P(X <2, Y <3). Como la densidad es continua, da lo mismo < que <:
2 1 272,273 1 1
F(2,3):/ xydyd T =2 242
] 96 96 | 2], [2], 9 12

Ejercicio 37

2171217 1 35 [5
2 2], 96 2 2 [128]

1

9% 2 2 128 |

1

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional discreta con funcién de probabilidad conjunta dada
por

X\V|[-2 1 2
ST S S e
A
0 12 12 0
N S S S
6 6 12

y definimos dos nuevas v.a. U = |X|y V =Y?2

Pida: Obtenga la funcién de probabilidad de (U, V) y las funciones de probabilidad margi-
nales de U y de V.

Solucion

Los posibles valores son
U € {0, 1}, Ve {1,4},

pues U = |X| con X € {-1,0,1} y V=Y?con Y € {-2,1,2}.

13



Conjunta de (U,V).

P(U=0,V=1)=P(X=0,Y=1) =%

P(U=0,V=4) = P(X=0,Y= )+P(X 0,Y=2)=L+0= 112,

P(U=1,V=1) = P(X=-1,Y=1)+ P(X=1,Y=1) =1+ 1 =1

P(U=1,V=4) = P(X=-1,Y=-2) + P(X=-1,Y=2) + P(X=1,Y=—
—stmtstum—o

Tabla conjunta:

U\V|1 4

T 1
0 |3
1 |5 3

(La suma total es 1/124+1/124+1/34+1/2=1.)

Marginal de U.

Marginal de V.

Ejercicio 38
Se sabe que la funcién de probabilidad conjunta viene dada por

z(y+1)

PX=2z Y=y = T

Tabla de probabilidades conjuntas

X\y | o 1 > | Py(z)
1 T Pl 3 O[5 _1
18 18 18 18 3
5 P T 22
3 18 I & 18 I 5 18 T 18 3
P ls=sls=3ls=21 1
a) Distribucién de S = X +VY
Los valores posibles son s € {1,2,3,4}:
P(S=1)=P(1,0) = &,
_ oy — _ _ 4 _
P(S=2)=P(1,1)+ P(2,0) is T 15 E*%
P(S=3)=P(1,2) + P(2,1) = & + &t = &,
P(S=4)=P(2,2) =5 =1

v €{1,2}, y € {0,

Agrupamos probabilidades que inducen el mismo par (u,v):

2) + P(X=1,Y=2)

1,2},



b) Independencia
Dado que

z(y+1) r y+1
PX=2Y =y = === 5~
N ——

=Px(z) =Py (y)

(
se cumple que P(X = z,Y = y) = Px(x) Py(y) para todo (z,y). Por tanto:

‘X e Y son independientes.‘

15



