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NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada
cuestién se debe hacer solo la opcion A o la opcién B. La eleccién de A o B puede cambiar
de una cuestién a otra. Si se responden las 2 opciones de una cuestion, solo se corregira la
primera opcién contestada. La puntuacion maxima de cada cuestién es 2,5 puntos. Solo
se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el
de Hugo multiplicado por un parametro m > 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José.
La suma del sueldo de José multiplicado por m mas el sueldo de Dario (sin multiplicar
por m) mas el sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo
de José, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que represente los datos
del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que
solo dependera de m).

c) [1,5] Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcién de m), y lo que cobra
cada uno para m = 2.

Solucion:

a)

Sueldo de Dario: z = z = my
Sueldo de Hugo: vy = y = 22
Sueldo de José: z

x4+ y+ mz =600 2mz + 2z + mz = 600
El sistema es: = = my = x=my

Yy =2z Yy =2z
b)

Si empleamos la primera ecuacién y sacamos factor comun z: z(m + 2m + 2) = 600 =
600

 3m+2

c)
Sim=2= 2z="T5€y=150€,x = 300€

y esta solucion siempre existe ya que al ser m > 0= 3m + 2 # 0



1B) Considere las matrices

=(t3) =G ()

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus

matrices inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacién A’X B = C, donde A’ es la transpuesta de A.

Solucion:

a) Una matriz es regular si y solo si su determinante es distinto de cero.

|A| = ‘? ;" =5%#0= A es regular
10
]B|—’2 1’—17&0:>Bes regular
AdjX)!
La expresién para calcular la matriz inversa de X es: X = %

AdjA = (_31 _21) = (AdjA) = (_31 _21) =A™ = (_31//55 _21/{55)

(1 =2 w (1 0 L (1 0
Aij_<0 1);4,46@3) _<_2 1);53 _(_2 1)

b) Como At = A = (A")™" = A~! Despejando X, X = A~'CB™!

(35 =15\ (5 0\ _ (3 0 G (3 Oy (1 0y (3 0
A ‘C_<—1/5 25 )\ 0) = o1 0) A B =0 o) (2 1) =21 o
CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere un tridngulo rectdngulo de catetos 2 e y cuya hipotenusa mide 7+/2

cim.

a) [0,5] Demuestre que su drea viene dada por la expresién:

flz) = 1:16\/ 98 — z2.

2

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su érea sea la
mayor posible. jCual es el valor de dicha area maxima?

2B) Considere la funcién f(z) = In ().
a) [1,5] Calcule la integral indefinida [ f(x) dz.

b) [1] Compruebe que el drea de la region delimitada por la grafica de la funcién f(z)

y el eje OX entre los valores x =1y x =2 es In (%)



Solucion 2A:

a)

Yy

Segtin el Teorema de Pitagoras z2 + y* = (7\/5)2 =22+ 9y* =98 = y = V98 — 22
(la rafz negativa de la ecuacién de 2° grado no tiene sentido al tratarse del lado de un

. 1 1
triangulo. El area del triangulo de la figura es 962_y =Ty = §x.\/ 98 — z2. Por tanto la

1
funcién que da el drea en funcién del valor de los catetos es f(x) = EI'V 98 — 22
b)

1
Si la funcién f(x) = 5%V 98 — 22 tiene un méximo su derivada primera ha de ser

1 1 2x x?
cero, es decir f'(z) =0= V98 —12 — — 73— =0 = VI8 — 22 — —— =
J(@) 2 2 24/98 — x2 V98 — 22

0=98—2?—2>=0= 2° =49 = 2 = 7 Si hay un tridngulo de drea maxima sus catetos
son x =7, y = /98 —49 = 7 se trata de un triangulo rectangulo isésceles de catetos

1 49
r =1y ="7. En este caso el area es f(7) = 57.~/98 72— 5
Solucién 2B:

a)

1 —z—1 -1

z+1 u = In Tt = du = r oY de = du = ——dx

In dx x r+1 22 z(rx +1)
v dv=dx=v ==z

1 1
Aplicando el método de integracién por partes / In (x i ) dxr = xln (x + ) —
x x

—1 1 1 1
/x—d:v:xln v +/ dr =xn v +hnjz+1] + C
x(r +1) x r+1
b)
¢ 2 r+1 r+1
Area:/ ln( " )dzzG(?)—G(l),siendo G(z) =xIn (T>—|—ln|x+1|:>
1

2
G(2) = 21n;+1n3 =In (;) 3 zlnf, G(1)=In2+In2=1In4

2 27/4 2
Por tanto el drea es G(2) — G(1) = lnz7 —In4=1In <7T/) =In 1—2



CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):

Cuestion 3A:
Considere las rectas

xr=1 x="T+3u
r:qy=5+AX S:qy=-=5+u
z=A z =

1. [0,5] Compruebe que se cruzan.
2. [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.

3. [0,5] Calcule la distancia entre r y s.
Solucién 3A:

1. Los vectores directores de las rectas son v, = (0,1,1) y 05 = (3,1,0). Al no ser
proporcionales v, # kv,, k € R, las rectas no son paralelas.

Si las rectas se cortaran generarian el sistema :

T+3p=1=p=-2
D+ pu=5+A=-5-2#5+T7= 1y s no se cortan.
7=\

Si las rectas ni son paralelas ni se cortan, entonces se cruzan.

2. La recta q perpendicular a ambas, cortard a r en un punto P,(1,5+ A, \) y cortard
a s en Py(7+ 3u,—5 + p,7), de modo que el vector director de la recta perpendicular

serd v, = PPy = (6 +3u,—10 + u — A\, 7 — \). Este vector es perpendicular tanto a
v, = (0,1,1) como a v; = (3,1,0) = v,.0; = 0,0;.0, = 0 =. Se genera el sistema

104+ p—A+T=A=0=>p—-22=3=p—2A=3
18+ 9u—10+pu—A=0= 10— A= —8= —20u+ 2\ = 16

Sisumamos las ecuaciones nos queda —19y =19=py=—-1= —-1-2A =3 = A= -2

La perpendicular comin pasa por los puntos P.(1,3,—2) y Ps(4,—6,7) el vector de
la perpendicular comin es v, = P, P, = (3,—9,—-9) = (1, —3,3). La ecuacién de la per-

pendicular comin tiene por vector director (1, —3,3) y pasa por el punto P,(1,3,—2), su
r—1 y—-3 =z+2

1 -3 3

ecuacion es:

3. El médulo del vector v; = (3,—9,9) es la distancia entre r y s, d(r,s) = |0,] =

V324 (=92 +92 = V171

Cuestion 3B:
Considere los planos my :x —y+2 =0y m:z+y— 2z =2

4



1. [1] Calcule la ecuacién paramétrica de la recta en la que se cortan m y mo.

2. [0,75] Halle la ecuacién de la recta que pasa por P(1,2,3) y no corta ni a 7 ni a
9.

3. [0,75] Calcule la proyeccién ortogonal de P en my.

Solucién 3B:

1 —1
1. Como 7 #* T =3 los planos se cortan. Elegimos z como parametro de modo
que la ecuacion paramétrica de la recta en donde se cortan los planos es:
r—y=-—z
r+y==z2
Si sumamos estas ecuaciones 2z = 0 = x = 0 = y = 2. La ecuaciéon de la recta
interseccién es
x =0
= A
2= A

2. El vector director ¥ de la recta que nos piden es perpendicular a n,, = (1,—1,1) y
también lo es a n., = (1,1, —1), podemos tomar como vector director de la recta que nos

i j k

piden ¥ =n, Ang, =1 —1 1 |=2j+2k=(0, 2, 2)=(0, 1, 1). La recta pedida es
1 1 -1

r—1 y—2 2z2-3

3. La proyeccién ortogonal de P en 7 es el punto de interseccién de la recta perpendicu-
lar al plano 7; que pasa por P. Esta recta tiene como vector director v = n,, = (1,—1,1).
Por tanto su ecuacién es :

r=1+ A
y=2-—A
z2=3+ A

Para hallar la proyeccion ortogonal sustituimos las ecuaciones anteriores en el plano

m obteniendo la ecuacion 1 + A —=24+A+3+A=0=3\=-2= )= 3 La proyeccién

1 87
ortogonal del punto P sobre el plano m; es ) (5’ 3 §>



CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) Considere dos urnas, Uy y Us, tales que en Uy hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en
U hay 6 bolas rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de
Uy, depositarla en U, y, a continuacién, sacar una bola de U;. Calcule la probabilidad de
que:

a) [0,5] Salga una bola roja en U, sabiendo que ha salido roja en Uj.

b) [0,5] Salga una bola verde en U, sabiendo que ha salido roja en Uyj.

)
)

¢) [0,75] Salga una bola verde en Us.
)

d) [0,75] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Us.

Solucion 4A:

R2: 7/10

R1:2/5
_— V2: 3/10
[13“ Tirada—lnicio}

~— R2: 6/10

V2: 4/10
7
a) P(RﬂRl):E
b) P(Vy|R)= -
21770

c) Calculo de P(V3):

P(Va) = P(Ry) - P(Va | Ra) + P(V1) - P(Va | V3

~—

4 6 12 18 9

10 "5 10 50 50 50 25

oo

d) Aplicacién del Teorema de Bayes:
La particion del espacio muestral en sucesos elementales es:

Q= {Rla ‘/1}

P(Ry | Ry) - P(R,)

PR, | Ry) =
(| F) P(Ry | Ri)-P(Ry) + P(Rs | Vi) - P(V))
2 7
.= 14 1 7
P(R1|R2): 5 10 — -~ " 729 — T A
PopHiof 50 #0016



4B) El 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué
tipo de distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacién tipica.
Calcule la probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el niimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga
qué tipo de distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacién tipica.
Calcule la probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.

Solucioén:

El 2% de las piezas fabricadas por una méquina son defectuosas.
Entonces, la probabilidad de que una pieza esté en buen estado es:

p=0098, ¢=0,02

Respuesta apartado a)
» Distribucién: Binomial: X ~ B(n = 10,p = 0,98)

= Media:
p=n-p=10-098 =98

= Desviacion tipica:
o=+yn-p-(1—p)=+/10-0,98-0,02 = /0,196 ~ 0,4427

» Probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa (es decir, 9 en
buen estado):

10

P(X =9) = (9) -(0,98)? - (0,02)* = 10 - (0,83376) - 0,02 ~ 0,1668

Respuesta: | P(1 defectuosa) ~ 0,1668

Respuesta apartado b)

» Distribucién: Binomial X ~ B(n = 2000,p = 0,02), que se puede aproximar por
una normal:

s Media:
pw=mn-p=2000-0,02 =40

= Desviacion tipica:

o=+/n-p-(1—p)=+/2000-0,02-0,98 = /39,2 ~ 6,26




= Probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas:

Aplicando correccién de continuidad:
P(X <50)~ P(Y <49,5), Y ~ N(40,6,26)

495-40 95
T6,26 6,26
P(Z < 1,518) ~ 0,9355

~ 1,518

Respuesta: ‘P(menos de 50 defectuosas) ~ 0,9355‘




