TEMA 1: NUMEROS COMPLEJOS

1. Introducciéon

La necesidad de extender el conjunto R de los niimeros reales viene dada
al resolver ecuaciones de la forma 22 + 1 = 0; esta ecuacién no tiene solucién

en R. Se define el conjunto C de los niimeros complejos como:

C={r+iy/z,yeR}

Dado el complejo Z = = + iy se llama parte real de Z a Re(Z)=zx, llamamos
parte imaginaria de Z a Im(Z)=y

2. Operaciones con nimeros complejos

2.1. Suma

Sean los complejos 21 = x1 +1y1, 22 = To +1ys. Se define su suma como:
21+ 29 = (x14+x2) +i(y1 +1y2), es decir que el resultado de sumar dos nameros
complejos es otro complejo cuya parte real es la suma de las partes reales,
siendo su parte imaginaria la suma de las partes imaginarias. Evidentemente
la suma es una operaciéon en C ya que al sumar dos complejos obtenemos un

complejo, es decir que la suma es una ley de composiciéon interna en C:

+ : CXC — C
(z1,22) — z1+ 2

Ademaés + verifica las siguientes propiedades:
al.- Asociativa: Vzq, 29,23 € C = 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23

a2.- Existencia de elemento neutro: el elemento neutro de la suma es
0=0+0yaqueVzeC=24+0=0+2==2



ad.- Existencia de elemento simétrico: el elemento simétrico de z = z + iy
es —z=-—cr—iyyaqueVzeC= 2+ (—2)=—2+2=0

a4.- Conmutativa: Vz1,20 € C = 21 + 20 = 20 + 21

Luego (C,+) es un grupo abeliano.

2.2. Producto

Sean z; = x1 + iy1, 20 = T2 + 1ys € C. Se define su producto como:
2129 = (X109 — Y1Y2) + (T1y2 + T2y1)i. Se pueden demostrar las siguientes
propiedades:

bl.- Asociativa:Vzy, 29, 23 € C = 21(2223) = (2122)23

b2.- Existencia de elemento neutro: el elemento neutro para el producto
esl=140iyaque V2 e C=z1 =1z =2z

b3.- Existencia de elemento simétrico: Vz € C* = C — {0}, 327! € C* tal

que 227! = 2712 = 1. Ademas si z = z + iy # o entonces:
1 1 T — 1y x y o

A = - = = = —_ 1

z  x+iy x4yt p?4y? 2?4yl

b4.- Distributiva:y, 2o, 23 € C = z1(20 + 23) = 2122 + 2123
b5.- Conmutativa: Vzi, 20 € C = 2120 = 2021

Luego (C*,-) es un grupo abeliano y al verificarse también la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma se verifica que (C, +, -) es cuerpo
conmutativo.

2.3. Homomorfismo entre cuerpos

Sean los cuerpos (K1, +, ) y (Ka, %, L). Sedice que la aplicacion f : K3 — Ky

es un homomorfismo de cuerpos si verifica:



a) f(x +y) = f(z)+ f(y), Yo,y € Ky
b) f(z-y) = f(x)Lf(y), Vz,y € Ky

Observacion: hemos tomado el cuerpo (Kj,+,-) pero no queremos de-
notar por + y - a la suma y al producto respectivamente, sino a cualquier
par de operaciones en Ky que verifiquen los axiomas de cuerpo.

2.4. El cuerpo (R? +,")

En R? = {(z,y) /z,y € R} definimos las operaciones:
a) Suma: V(z1,22), (y1,v2) € R? = (z1,22) + (1, y2) = (1 + y1, 22+ y2) Es
obvio que (R?,+) es un grupo abeliano.
b) Producto.- V(x1,22), (y1,v2) € R? se define:
(w1, 22) - (Y1, y2) = (L1 Y1 — T2+ Y2, T12 + T2+ y1) . Entonces R*? = R?—{(0,0)}
con la operacion producto es también un grupo abeliano ya que verifica las
siguientes propiedades:
Conmutativa.- V(z1,v1), (2,y2) € R? = (21, y1) (22, y2) = (72, y2) (x1,71)
Asociativa.-V(z1,vy1), (2,92), (23,y3) € R* = (z1,y1) - [(z2, ¥2) - (3, 93)] =
— (1) - (22,30)] - (55, 35)
Existencia de elemento neutro.- El elemento neutro es (1,0) ya que
V(z,y) € R? = (z,y) - (1,0) = (1,0) - (z,9) = (z,y)

Y

Existencia de elemento simétrico.- V(z,y) € R? su simétrico es (
T —Y

a que (z,y) - , = (1,0
wwane () (5 57 ) =00
Ademas se verifica la propiedad distributiva del producto respecto a la

suma, €s decir V(Ilayl)a (x27y2)’ ($37?/3) € R? = (xhyl)'[($27y2)'(x37y3)] -
= [(z1,y1) - (w2,2)] - (73, y3). Luego (R? +,-) es un cuerpo conmutativo

Vamos a establecer un homomorfismo entre los cuerpos (C, +, ) y (R?, +, ).

Después veremos que este homomorfismo es inyectivo y exhaustivo, con lo

cual serd un isomorfismo. Consideremos la aplicacion:

22+ q2 7

x? 492

)



f: C — R?
T+ Zy — (X7Y)

Esta aplicacion es homomorfismo ya que Vi +1iy;, x2+iys € C cumple
que :

L fl(w1+iy1) + (w2 +iye)] = fl(z1+22) +i(y1+y2)] = (x1+22, y1+y) =
= (z1, y1) + (z2, 1) = f(w1 +iy1) + f(22 + iyo)

2 fl(x +iyr) - (v2 +iy2)] = fl(x1 - 22 —y1 - y2) +i(T12 + 22 - 1)) =
= (T To— Y1 Y2, Ti2+T2-y1) = (1, 1) (72, yo) = fla1 +iy1) - fw2 +iyo)
Hasta aqui podemos asegurar que f es homomorfismo. Veamos que f es mono-
morfismo, es decir que f es inyectiva. Si f(z1+1iy1) = f(xe+iye) = (z1,y1) =
X1 = T2
Y1 =192

Tan solo nos queda probar que f es epimorfismo, es decir que f es exhausti-
va pero esto es evidente ya que V(z,y) € R? Jx+iy € C / f(x+1iy) = (x,y)
Por tanto R? y C son isomorfos, es decir algebraicamente equivalentes, de

= (z9,12) =

manera que lo mismo da que nos refiramos al complejo x + 2y que denotar-
lo en forma de par (z,y). Este isomorfismo permite representar en el plano
un namero complejo. Para representar el nimero complejo = + iy representa-
mos en el eje de abcisas la parte real y en el de ordenadas la parte imaginaria.

Ao = mmmm

Figura 1: Representacion grafica de un niimero complejo



3. Forma polar de un ntiimero complejo

Dado el nimero complejo z = x + iy llamamos moddulo del complejo a
la distancia del punto (z,y) al origen de coordenadas O(0,0). Se denota por
r=|z| = \/a% 4 y2. Si 7 es el radio vector del complejo z = x+iy, es decir el
vector que une los puntos O(0,0) y P(x,y), este 7 forma un dngulo con el eje

positivo de abcisas. A este angulo se le llama argumento del ntimero complejo.

_________________ P(xy)

0.0y

Figura 2: Forma polar de un complejo

Si nos fijamos en la figura 2 observamos que:
tg o = J = «a = arctg Y , * = rcosa , y = rsena. El complejo se puede
x x
expresar como:
z=ux+iy = (x,y) = rcosa + irsena = r(cosa + isena) = r(cosa sena).
A esta forma se le llama forma trigonométrica del complejo. Tenemos una
nueva forma de expresar el nimero complejo. Si z = x + iy, su mddulo vale
— S22 _ y
|z| = \/2? + y?, y su argumento es § = arctg =, en este caso la forma polar
x

del complejo es z = 1y

Observacion.- En forma binémica z = z+iy o en forma de par z = (z,y)
es comodo realizar operaciones de suma y resta, pero se hacen incomodas las
operaciones de potenciaciéon y radicacion. En forma polar es penoso realizar
sumas y restas de nimeros imaginarios pero es facil realizar operaciones de
potenciacion y radicacion. También es facil realizar en forma polar productos
y cocientes.



Proposicion.- Sean los complejos z; =1, , 22 = sg. Entonces:

a) 21 - 22 = (" 5)a+p

demostraciéon

a)
2 =Ty = 2 =r1-(cosa+isenc)
2o =13 = 29=25-(cosf+isenf)

Por tanto z1 - 2o = r - s(cosa + isena) - (cosf + isenf3). Si desarrollamos
esta expresion obtenemos z; - zo = - s[(cosacosf — senasenf3) +i(cosasen +
+senacosf) = z1 - 2z =1 - s[cos(a + B) +isen(a+ B)] = (7 5)ass

4. Raices de nimeros complejos

Sea z = 1, un complejo. Se dice que sg es la raiz n-ésima de r,, y se
escribe sz = {/r, si se verifica que 1, = (s5)". Veamos como calcular raices

n-ésimas de complejos.

Dos ntimeros complejos son iguales si lo son sus moédulos y sus argumen-
tos difieren en un ntimero entero de vueltas. Por tanto si sz = {/r, entonces:

n

() = (Mg =ra=>9q o ]

ro = (s s =Ty

g nf nf = a+2kn
2k

Luego s = /r v el argumento esﬁzw—wdondekez
n
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Podemos afirmar entonces que si sg = /1, = 3 a+ 2k

n

Ahora vamos a ver otra forma de expresar, de modo mas sencillo, las

raices n-ésimas de un nimero complejo.

5. Foérmula de Euler

Teorema.- ¢’ = cos y + i sen y
Demostracion

Para las funciones e”, cos z, sen x son validos los siguientes desarrollos
de Mc-Laurin:

er=> i—T (%)

B e (_1)kx2k
coS T = kzzg W (k)

B e (_1)k$2k+1
senx—;m (5 % )



Si en la expresion (*) ponemos x = yi se obtiene:

V=" = = +
n! n! n! n!
n=0 n=0 n par n impar

Sinespar =n =2k, k€ Zysinesimpar =n=2k+ 1, k€ Z. Por

tanto podemos poner que:

2k ;2K ° . 2kt1 ;2k+1 o0 y2k (2'2 koo y2k+1 (22)k i
(2

iy Yy Y iy )
¢ ,; @R 2 @k ; Bl 12; 2k +1)!

iy A G AP e R o Vi : *ok skokok
=e :;W—f—l ;W.temendoencuema( )y (**%)
se obtiene €Y' = cos y +1i sen y
Volvamos ahora a la raiz n-ésima de un complejo:
(3/7),
¢ 2k
Sg = YTq = Sg = (\/;)51 7ﬁk:u,k20, 1, ... ,n—1
........ n

()5,

Estas son las n raices n-ésimas de un complejo. Si pasamos cada una de estas

raices a forma binémica \”/ng = \’77_”(008 B k+1sen (8 k) = {77_” e!Or

6. Argumento de un niimero complejo

Dado el complejo z = x + iy = ry, el argumento © es uno de los posible
angulos que el radio vector de z forma con el eje positivo de abcisas tal y
como se muestra en la figura 2. ;Como podemos distinguir todos los posible
angulos en variable compleja? Cuando z # 0 llamaremos argumento principal
de z y lo denotaremos por Arg(z) al unico valor perteneciente al intervalo

| = m, «[ que verifica Arg(z) = arctg =
x

Veamos un ejemplo: obtener el argumento principal del siguiente conjunto
de nimeros complejos {z € C / Re(z) <0, Im(z) =0}. Si z=x + 0i es un

elemento de este conjunto entonces su representacion grafica vendra dada por:



N

Figura 3: Representacion grafica de z=x-+0i

0
Se tiene que Arg(z) = artg — =arctgo=z=rm
x

Obtener el argumento principal del conjunto {z € C / Re(z) = 0, Im(z) > 0}.
Si z es uno de los elementos de este conjunto, la reprentacion grafica de z es:

N

Figura 4: Representacion grafica de z=0+iy

Tenemos que Arg(z) = arctg % = arctg(+o0) = g

Llamamos argumento del niimero complejo z = = + iy a cualquiera de
los angulos que forma el su radio vector con el eje real positivo. Se representa
por arg(z), es decir arg(z) = {Arg(z) + 2kn | k € Z}



En los ejemplo anteriores, si z = 2 +0i = arg(z) = {r+2kn | k € Z} =
={kr / keZ}

7. Foérmula de Moivre

Teorema.- (cos a +1i sen «)" = cos na + i sen na
Demostraciéon

Se tiene que 1, = 1(cos a+i sen @) = (14)" = l,q = (cos a +1i sen )" =

(cos a+1i sen a)" = cos na+ i sen na

8. Conjugado de un complejo

Dado el complejo z = x+1iy, x,y € R llamaremos conjugado de z al com-
plejo Z obtenido al cambiar el signo de la parte imaginaria, es decir Z = x —1y.

Graficamente seria el simétrico de z respecto al eje real

yl-----

AN

.Yp____

Figura 5: Representacion grafica del conjugado

Si 2 =T,=2 = Ts_,
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Propiedades del conjugado
=z
Z = [z yaque 227 = (e +iy) - (v~ iy) = 22 = (yi)? = 2%+ 97 = |2P

NI

—~

Ht+ ) =" +7%
(5 2) =72

5. (_) _3
Z9 Z9

9. La proyeccion estereografica de Riemann

N

[ Existe una equivalencia geométrica entre una esfera y el plano complejo?.
Intuitivamente parece ser que ambas superficies no son equivalentes, la esfera
es muy distinta a un plano. Supongamos una esfera descansando sobre un
plano. Llamaremos punto S (sur) al tnico punto de contacto entre ambos
y punto N (norte) a la antipoda del punto S ( o también al simétrico de S
respecto al circulo méaximo llamado ecuador). Haremos corresponder a cada
punto P de la esfera un punto P’ de la siguiente manera:

Figura 6: Esfera de Riemann

Unimos el punto N de la esfera con el punto P, tomando como imagen
de P la interseccion P’ entre el plano y la recta NP. Vamos a formalizar to-
do esto analiticamente. Para fijar ideas, supongamos que el plano complejo
es el plano Z = 0, tomando como origen de coordenadas en este plano el
punto S(0,0) (o en el espacio S(0,0,0)). Tomemos también, sin pérdida de
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generalidad, el centro de la esfera en el punto C(0,0,1), lo que nos indica
que el radio de la esfera es 1. Entonces las coordenadas de N son (0,0,2). La
ecuacion de la esfera viene dada por la expresion: 22 +y* + (z — 1)? = 12, es
decir que la ecuacion de la esfera es 22 + y? + 2% — 22 = 0. Sea P(a, b, c) un
punto cualquiera de la esfera. La recta NP, 7"y p tendra como vector director
7=NP = (a,b,c—2) y como pasa por el punto N(0,0,2) su ecuacioén para-
x=at
métrica serd T yp : y=Dbt
z=2+4(c-2)t
El punto P’ es P’ = T'ypN(z = 0) y por tanto 24 (c—2)t =0 =t = % Si
sustituimos este valor de t en la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por

2a 2b
2_C,y 2—0’2 +2_C(c ) = 0. Las

2 2b
coordenadas del punto P’; imagen de P(a,b,c) son P’ = ( a4 0).

N y por P, obtenemos que = =

2—¢c'2-¢
Veamos que un circulo en la esfera paralelo al ecuador se proyectacen un f:ircu—
lo en el plano complejo. Sea el circulo en la esfera paralelo al ecuador z = ¢,
con centro por tanto en (0, 0, ¢). La ecuacion de este circulo es 22 +y? = 2. Si
tomamos un punto de este plano P(a,b) (en el espacio P(a,b,c) siendo ¢ cons-
tante) verifica que a® + b? = ¢?. Hemos visto que la proyeccion estereografica

2 2b
de este punto es P'( 5 a '3 ¢ ,0) y estos puntos P’ estan en un circulo de
—c 2—c
2 2
centro (0.0) ¥ radio r = 1 ya que d(P, (0.0)) = 21

2a \° 2\’ a2 Ap? 2~ 2
= fr—y 2 = —,
\/(2—c> +(2—c> \/(2—0)24_(2—0)2 2" 2—c

Un mindsculo circulo muy proximo a N (es decir ¢ ~ 2) tendra como pro-

yeccion un circulo en el plano con un enorme radio. El punto N no puede

ser proyectado sobre el plano, pues su proyecciéon seria N /(6, —,0), es de-
cir que las coordenadas de N estarfan indeterminadas. La imagen del punto
N es el punto del infinito (se llama asi por la razén anterior del radio infinito).

La aplicacion anteriormente descrita entre la esfera y el plano es biyectiva.
Dado un punto P(a,b) del plano z=0 la proyeccion estereografica de este
punto sobre la esfera la obtenemos hallando el punto de intersecciéon de la
recta NP, N(0,0,2), P(a,b,0) con la esfera 2> +¢* + (2 — 1)* =1
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TNP : { N<07072) == N_’P = (a,b, —2)

P(a,b,0)

La ecuacion paramétrica de la recta NP es:

x=at
Tnp: y=Dbt

z=2-2t
Si sustituimos en la ecuacion de la esfera: a®t? 4+ b*t> + (—2t +1)? = 1 con lo
cual:
(@ +0+ 42 -4t +1=1=[t=0] obien |t= W . Por lo tanto el

punto P’ de la esfera que es proyeccion del punto del plano P(a,b,0) es:

b,

4 ’ 4

(a2—|—62+4 a?+b>+4
2

a’+ b2)
Recapitulando, hemos establecido dos cosas:

1* Que una esfera menos un miserable punto es equivalente a un plano.

2% Que también podemos hacer que la esfera y el plano sean equivalen-
tes, en vez de quitando un punto a la esfera, anadiendo un punto al plano.
Parece una estupidez anadir un punto a un plano, ; dénde lo ponemos ? Sin
embargo no lo es. se puede definir perfectamente un "punto en el infinito"que
sera la imagen del punetero punto N de la esfera, el tinico que quedaba sin

emparejar. Esta construccion se llama compacificacion de Alexandrof.

Miguel Galo Ferndndez
Noviembre de 2006
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