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1. Definicién de vector fijo

Un vector fijo se define a partir de dos puntos dados en un cierto orden. Sean A(aq,as)

y B(b1,bs) dos puntos del plano. Cuando nos referimos al vector E estamos indicando tres
conceptos:

1. Modulo del vector, que se representa por |1ﬁ | v que indica la longitud del segmento de
origen A y extremo B.

QQ ................ '
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Figura 1: Médulo de un vector

Si nos fijamos en esta figura y aplicamos el Teorema de Pitdgoras se obtiene el valor del

jﬁ‘ = \/(bl — CL1>2 + (bQ — a2)2

modulo del vector

2. Direccién del vector, que es la recta que pasa por los puntos A y B.

3. Sentido del vector, que es orden en el que se recorre la recta que pasa por A y B. En este
caso va de A hasta B, tal y como indica la flecha el sentido va de A hacia B.

2. Coordenadas de un vector fijo

Sean A(ay, as) y B(b1,bs) dos puntos del plano, consideremos el vector ﬁ . Las coordenadas
de este vector se obtienen restando a las coordenadas del extremo las cooordenadas del origen,
es decir AD = (by —ay, by —as). Por ejemplo si A(2,3) y B(4, 1), entonces AB = (4—2,1-3) =
= (2, —2) y también podemos poner que BA = (2 —4,3 —1) = (—2,2)

3. Vectores equipolentes

Dos vectores son equipolentes si tienen el mismo médulo, la direccion paralela y el mismo
sentido. Los vectores equipolentes se caracterizan por tener las mismas coordenadas. Por ejem-
plo si A(2,1), B(5,3), C(7,2) y D(10,4), entonces los vectores zﬁ y C"B son equipolentes ya
que sus coordenadas son AB = (5 —2,3 —1) = (3,2), @(10 —7,4—2)=(3,2)



4. Vector libre del plano

Llamamos vector libre del plano al conjunto infinito formado por un vector fijo y todos sus
equipolentes. El representante canodnico, que es el que mas se utiliza, de un vector libre es el
que tiene su origen en el origen de coordenadas. Por ejemplo, vectores equipolentes a m,
siendo A(2,1) y B(5,3) hay infinitos, todos tienen en comin que sus coordenadas son (3,2). El

representante canonico de este vector libre es O_ﬁ, siendo las coordenadas de los punto O(0, 0)
y P(3,2).

: B

Figura 2: Representante canénico

5. Suma y resta de vectores

A partir de ahora, como vamos a utilizar vectores equipolentes, no haremos mencién al
origen y al extremo del vector, lo identificaremos por sus coordenadas y el representante del
referido vector serd el candnico. Sean @ = (a,b), ¥ = (c¢,d) dos vectores. La suma de estos
vectores se puede hacer de forma analitica o de forma gréfica.

» De forma analitica @ + v = (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d), es decir las coordenadas del
vector suma se obtienen sumando las coordenadas de cada vector. Restar dos vectores es
lo mismo que sumar a uno de ellos el opuesto del otro, ©—v = (a,b)—(¢,d) = (a—c,b—d),
es decir las coordenadas del vector resta se obtienen restando las coordenadas de cada
vector.

= De forma gréfica, se eligen los representantes de cada vector libre que tengan un mismo
origen en el punto A (da igual que punto sea A). Se forma el paralelogramo haciendo que
el vector u tenga origen en el extremo de v, y viceversa eligiendo el representante canénico
de ¥ que tenga su origen en el extremo de u, tal y como se indica en la siguiente figura:

A

=1

Figura 3: Suma/resta de vectores

La diagonal principal del paralelogramo representa la suma de vectores, mientras que la
diagonal secundaria representa la diferencia.



6.

Producto de un nimero real por un vector

Sea el vector i = (a,b) y sea k € R un nimero real cualquiera. Se define el producto del

nimero real por el vector como k - 4 = (ka, kb). Geométricamente el vector w = k - 4 tendria
por médulo |wW| = |k| - ||, teniendo el vector W la misma direccién y sentido que .

7.

Ejercicios como ejemplo de lo que se ha visto

1. Calcula el médulo de los siguientes vectores: a) @ = (—3,4), b) v = (—13,0), ¢) @ = (6, ,8)

Solucién:

a) ] = /(32 + 2 =25 =5
b) [0] = /(~13)7 + o = VI69 = 13
) [ = /& T (8 = V00 = 10

. Hallar el valor de = para que el médulo del vector 4 = (3, z) sea igual a 4.

Solucién:

2
@ = VBZta=4= <\/(3)2+:132> 250422 =16= 22 =T= 1 =27

. Halla el valor de x para que el médulo del vector @ = (2z,5) sea 6.

Solucién:

2 11+l
7 = 2P+ 5 =6 = (V207 +5) =6 = 42425 =36 = v = & o ===



4. Dados los vectores 4 = (—3,6), v = (1,4), y @ = (2,—5), hallar:

8. Combinaciéon lineal de vectores

Una combinacion lineal de los vectores @ y U es una expresion en la forma o -4+ 3 - v donde
a, f € R. Por ejemplo una combinacién lineal de los vectores @ = (2,1) y ¥ = (1, 3) podria ser
5@+ 77 =-5(21)+7(1,3) = (=3,16).
.Se puede expresar el vector @ = (—7,—25) como combinacién lineal de los vectores @ =
(5,2) y ¥ = (4,9). Veamos, si esto fuera posible entonces w = - @+ -0 = (=7, —-25) =
=a-(5,2)+8-(4,9) = (=7,—-25) = (ba + 45, 2a + 98. De aqui se genera el sistema:

S5a + 48 = -7
20 + 96 = -25
Si multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la segunda por -5 obtenemos:

a4+ 88 = -4
_ - = 111

—378 = 111

9. Vectores linealmente independientes o libres

Un conjunto de vectores del plano {uy, us, - -+ ,u,} se dice que es linealmente independiente
o ligado si uno de los vectores se puede poner en combinacién lineal del resto, es decir existe un
subindice j de entre los subindices {1,2,3,--- ,n} tal que u; = ajug + agug + - - - + aj_qu;_1 +
+ 11 + - U, Sioesto no es posible se dice que el conjunto de vectores es libre o
linealmente independientes. Si el conjunto de vectores {uy, us, - ,u,} es linealmente indepen-
diente entonces ninguno de los vectores se puede expresar como combinacion lineal del resto.
Por ejemplo el conjunto de vectores {u; = (1,—-1), up = (—1,—-1), uz = (2,6), uy = (1,4)}
es linealmente dependiente ya que uno de los vectores del conjunto se puede expresar como
combinacion lineal del resto, a saber, us = —2u; — 4usy + Ouy

Por ejemplo los vectores @ = (3,1), ¥ = (2,0), W/ = (—1,1) son linealmente dependientes
ya que 20+ w = (4,0) + (—1,1) = (3,1) = 4. Es lo mismo decir que los vectores @ = (a,b) y
a b
U = (¢, d) son linealmente dependientes que decir que se verifica — = p
c
En el plano tres o més vectores son linealmente independientes. Dos vectores son linealmente
dependientes si son proporcionales ( uno de ellos es el otro multiplicado por un nimero). Por

ejemplo:

» 4= (1,2), ¥=(—2,—4) son linealmente dependientes ya que v = —2u



= (3,6), v =(—2,5) son linealmente independientes ya que no son proporcionales.
» 4= (5,4), ¥=(3,7) son linealmente independientes ya que no son proporcionales.

» 4= (1,-6), ¥ =(—3,18) son linealmente dependientes ya que ¥ = —3u

10. Bases del plano vectorial

Representaremos por V? al conjunto de todos los vectores del plano (los que tienen dos
coordenadas). Una base del plano estd formada por dos vectores linealmente independientes.
Sea la base del plano B = {uj, u3}. Decimos que el vector @' tiene coordenadas (a, ) en
esta base si ¥ = auj + fuz En el plano la base mas sencilla es la base candnica, que es
B = {i=(1,0), 7 = (0,1)}. Que las coordenadas del vector @ son (3,5) en esta base quiere
decir que @ = 3i + 5]

10.1. [Ejercicios para aplicar la teoria

1. El vector @ tiene coordenadas (3,2) respecto a la base B = {v = (1,2), @ = (—3,5)}.
Hallar las coordenadas de @ en la base canonica.

Solucion:

El vector @ se puede expresar como 4 = 30 + 2w = 3(1,2) + 2(—3,5) = (—3,16). La
coordenadas de i en la base candnica son (—3,16) ya que 4 = =
= —3i + 167
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2. Si el vector @ tiene coordenadas (7, —12) respecto a la base canénica, hallar sus coorde-
nadas respecto a la base B = {# = (3,0), @/ = (—1,6)}

Solucion:

Si 4 = (z,y) respecto a la base B, entonces se puede expresar como U = zU + yw =
(7,—12) = 2(3,0) + y(—1,6). De aqui se genera el sistema:

3 - y = 7
>y=-2, x=23
6y = -12

Las coordenadas de 4 respecto a la base B son @ = (3, —2)
3. Si @ = (-3,4) en la base B = {(2,—4), (1,3)}, halla las coordenadas de @ en la base
B ={(5,-1), (0,2)}

Solucion:

Pasaremos de la base B a la base candnica y a continuacion pasaremos de la base candni-
ca a la base B'. Se tiene que @ = —3(2,—4) + 4(1,3) = (—2,24). Las coordenadas de
@ en la base canoénica so (—2,24). Sean (z,y) sus coordenadas en la base B'. entonces



(—2,24) = (5, —1) + y(0,2). De aqui se obtiene el siguiente sistema:

Sr -y = -2
=y=2 =0
2y = 24

luego @ = (0,2) en la base B’

4. Pagina 149 n° 38. Decide si las parejas de vectores @ y U son linealmente independientes
o linealmente dependientes. ;En qué casos los dos vectores @ y © forman una base de V2?

2 1 — 2
a) 4 = (—4,2) y ¥ = (g,—g) Se verifica que 5 =1 = —6, los vectores son
3 3
linealmente dependientes, no forman base
1 1 16 32
b) @ = (16,32) y ¥ = (_é_l’ —§> Se verifica que T =1~ —64, los vectores son
42

linealmente dependientes, no forman base

c) U= (2,-16) y v = (—1,—8). Se verifica que — # _—87 los vectores son linealmente

independientes y forman una base del plano.
5. n° 39 Expresa, en cada caso, el vector @ como combinacién lineal de los vectores 4 y .

a) @=(—12,-2), 0= (4,-3) y 7= (—1,-2)

Solucién:
&’:xﬁ+y27:>{ —4§x : ny B _g =x=—-2, y=4. Luego @ = —2u + 4v
b) G —5,~5), @ = (2,~3), 7= (1,~2)
a=——,-b), U= (= Uv=(1—
27 ) 27 )

Solucion:
1 B 1 1 1

a= 2+ yv = 2" t oy = 9 = 3r—-2(—=x—=)=-5= -3r+
3z - 2 = 5 2 2

r+1=-5=-2r=—-6=2x=3=y=—2. Luego ad = 3u — 20

.3 7. . 1 1. . 1 5
C) CI’_(Zv_é)?u_(éa g)a U_<47 6)
Solucién:
1 1 3
—T - — — —
37 1
a=xu+yv = =xr=1,y=1 Luegod =4+ v
o5 _ 7
6/ ~ 6



6. n°42.- Calcula las coordenadas del origen A de un vector cuyo extremo es B(—2,4) y que
es equipolente al vector @, siendo C' = (5,—1) y D(—2,—2)

Solucion:

Si dos vectores don equipolentes tienen las mismas coordenadas. Por tanto las coordena-
das del vector AB serén las mismas que las del vector OD = (—7,—1). Si las coordenadas

del punto A son A(x,y) entonces AB = (=2 — x,4 —y) = (=7, —1, de aqui generamos el
sistema:

4 —x=-7

hoy=—1 }:> x =3, y = 5. Luego las coordenadas de A son A(3,5).

7. n° 43.- Dados los puntos A(—1,4), B(2,2), y C(-3,3) calcula:
a) Las coordenadas del punto D, tal que 1@ = @
Solucién:

Sean (z,y) las coordenadas del punto D. Como AB = (3,-2) y D = (x + 3,y — 3),
se cumple que x+3 =3 =z =0y quey—3 = —2 = y = 1, las coordenadas de D son (0, 5)

b) Las coordenadas del punto D tal que EE = A—C>7
Solucion:

Si D(x,y) entonces DB = (2—2,2—y), como@z(—Q,l)#—QzQ—xzéL, 1=
=2—y=y=1. Luego D(4,1)

c¢) Las coordenadas del punto D tal que ﬁ = 3@
Solucion:

Si D(x,y), entonces CD = (x+3,y—5). Como AB = (3,—2), de la ecuacién 3(x + 2,y —

5) = (3,—2) se genera el sistema:

3(r+3)=3 B 13 3
3(y—>5)=-2 }:> r=-2,y= 3 Luego D <_27 ?)

d) Las coordenadas de D tal que DB = —2A4C
Solucién:

(—2,1). De la ecuacion DB = —2AC

2—r=-4=2=6
Dy = -2y =4 Luego D(6,4)

Si D(z,y), entonces DB = (2—2,2—-vy), AC
obtenemos que (2 —x,2 —y) = —2(-2,1) = {

9



8. n° 45.- Calcular, si existe, el valor de k para que se verifiquen las siguientes igualdades:

a) (2, —3k) = 3(3, ~1)+7(—1,-3) = (2, -3+ k) = (2,-23) = 3 + k= —23 = |k = —20]

=

b) (1,—6) = 4(k,2) = 3(1,3 — k) = (1,—6) = (4k =3, -1 +3k) = k=1y k= ?O, no
es posible la igualdad

>k 1 > K\ /2
¢) (§+k,§) :2(5,/@)%(2,—3): <3+k,2> = <3+2k‘,—k> = [k=0]

11. Tipos de bases en V?

11.1. Bases ortogonales

Una base de V2, B = {uy,us} se dice ortogonal si los vectores que la forman son perpendi-
culares, es decir si u; L uo.

11.2. Bases ortonormales

Una base de V2, B = {uj,u3} se dice ortonormal si es ortogonal y ademds sus vectores son
unitarios (de mddulo 1). Si B = {u, u>} es una base ortogonal, entonces la base B’ = {v1, v3}

= ur U2 .
es una base ortonormal, donde v; = |T|, 5 = |T| Un ejemplo de base ortonormal es la base
Uq U2

canéniva B = {Z: (1,0), j: (0,1)}

12. Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores es un numero real, se define com

o el producto de los
7= |- |81 cos(a)

modulos de cada vector por el coseno del angulo que forman, es decir | u -

sienso « el dngulo que forman los vectores @ y ¢. Sean los vectores U = (a,b) y @ = (¢, d) cuyas
coordenadas vienen dadas en la base B = {uj,u3}. Si « es el dngulo que forman los vectores
uy Y us, entonces:

U = (auy + bu) - (cuy + dus) = acuyuy + (be + ad)uyuy + bdusus = aclui|* +

+ (be + ad)|uy||uz|cos(a) + bd|uz|? =. Si la base fuese ortogonal, al ser a = 90° = co0s(90) = 0,
el producto escalar serfa: ¥ - @ = acluj|? + bd|uy|> =. Si la base fuera ortonormal, al ser sus
vectores unitarios y perpendiculares, v - W = ac + bd

12.1. Propiedades del producto escalar

1. el producto escalar es conmutativo, es decir -0 =v-u
2. dos vectores son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero

3. si i = (a,b), U= (c,d) estdn expresados en una base ortonormal, entonces @ - ¥ = ac+ bd

10



12.2. Angulo de dos vectores

Sean los vectores del plano %, ¥ € V? y sea « el d4ngulo que forman estos vectores. Su
producto escalar vale @ - 7 = || - |U] - cos(a) y si de aqui despejamos el coseno obtenemos:

cos(a) = Il; ﬁ_ﬁ = a. Si cos(a) = a = a = arcos(a).

13. Argumento de un vector

Sea el vector del plano @, € V? . El argumento de este vector es el angulo que forma este
con el eje positivo X que es tanto como decir que el argumento de un vector es el dngulo que

forma este con el vector 7 = (1,0) de la base canénica. Si las coordenadas del vector en la base
a

Vo

canonica son 4 = (a,b) entonces sea «a el argumento del vector, se verifica cos(a) =

13.1. Ejercicios para aplicar la teoria

1. n® 47.- Calcula el médulo y el argumento de los siguientes vectores:
a) 4= (3,3)

Solucion:

L\
©
w

3
El médulo del vector es |i] = /32 + 32 = 3v/2. Como tg(a) = 3= 1 y estamos en el

primer cuadrante, el argumento vale o = 45°

b) @ = (12, —5)

)
o = arctg o= 337°22/48"

11
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