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1. Opcién A

1.1. A1l

Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

+ ¥y + az = 1
+ ay + 2z = a
ax + y + 2z = a+3

a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién tnica. Si es posible,

calcule dicha solucién para a = 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en

ese caso.

¢) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

Solucidn:
1 1 a| 1

La matriz ampliadaes Al B=| 1 a 1| a y el determinante de la matriz A vale :
a 1 1|a+3

|A] = —a® + 3a — 2. Este determinante vale cero cuando a® — 3a + 2 = 0 que lo resolvemos

por la regla de Ruffini

1 1 2
1 2 0
1 0
1 1 171 1 1 1711
Si a=1 la matriz ampliadaes A\ B=| 1 1 1|1 |~| 0 0 0]0
1 1 1|4 0 0 03



por tanto rango de A=1 # rango A|B = 2, segin el Teorema de Rouché-Frobenius el sistema

es incompatible.

1 1 21 1 1 271 1 1 21
Si a=-2lamatrizampliadaesA|lB=] 1 -2 1|2 |[~| 0 3 3|3 |~] 0 1 -1]|1

2 1 111 0 3 -3|3 0 0 010
Por tanto si @ = —2 rango de A=2 = rango A|B = 2, segun el Teorema de Rouché-Frobenius

el sistema es compatible indeterminado.

La siguiente tabla resume la discusion del sistema segin los valores de a:

a Rango de A | Rango A|B Tipo de sistema
1 2 Incompatible (sin solucién)
-2 2 2 Compatible indeterminado (infinitas soluciones)
#1,-2 3 3 Compatible (solucién tnica)

Solo nos resta, para responder a todas las cuestiones que plantea el resultado, resolver el

sistema cuando a=0. La matriz ampliada serfa:

1 1 01 1 1 01 1 1 01
AB=]11 0 1{0[|~] 0 -1 1|{-1 |[~] 0 -1 1]|-1
0 1 1/3 0 1 1|3 0 0 2|2
El sistema que obtenemos es
r + vy = 1
-y + oz = -1
22 = 2
De este sistema se obtiene la solucion, z =1, y =2, x = —1



1.2. A2

a) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida [ 2?coszdx

b) [1 p.] Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales z = 0y

r =7,y la gréifica de la funcién f(x) = z?cosz.

Solucion:

a) fx%osxdx{ = R }zxgsenaj—2fxsemcdx{ Go A=A }

dv = cosxdr = v = senx dv = senxdx = v = —cosx

2 2

Por tanto [ z?coszdx = x?senz—2(—zcosz+ [ cordr) = x*senz+2xcosz—2senz+c, Ve € R

i
/ 22cosxdr
0

K 0
b) Area = = |z?senx + 2xcosx — 2senx|y = 27

1.3. A3

Los puntos A = (3,0,0), B = (0,3,0) y C = (0,0,3) son tres de los vértices de un tetraedro. El
cuarto vértice D estd contenido en la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular
al plano 7 que contiene a los puntos A, B y C.

a) [0,5 p.] Calcule la ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C.

b) [0,5 p.] Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpen-

dicular al plano 7.
¢) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

Solucion:

a) El plano m que contiene a los puntos A, B y C, pasa por el punto B y tiene como vectores

directores ﬂ y B?

P(x,y,2)
A(3,0,0)
C(0,0,3)
B(0,3,0)
—
Los vectores BA = (3,-3,0) ~ (1,—1,0) B? (0,-3,3) )y BP = (x,y—3,2)

son linealmente dependientes, por tanto su determinante vale cero:



Desarrollando el determinante obtenemos la ecuacion del planomr=x+y+2—-3=0

b) La recta r que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular al plano 7, tiene como

vector director el vector normal del plano 77 = (1,1, 1). Por lo tanto su ecuacién es:

r= = = =r=r=y=z= D(a,a,a)

1
c¢) El volumen del tetraedro viene daddo por la expresiéon V = §Ab - h, donde A, es el area
de la base y h es la altura del tetraedro.
Ny - 1= ?
La base es el triangulo de vértices A,B,C, por tanto A, = §]BA A BC|. Como:

i j k

— —

BAANBC=|3 3 0 :-91-9j-9k:»|BAAB@|:9\/§
0 -3 3

9v/3
9

La altura del tetraedro se obtiene con la expresion h = d(D, )

Luego el area de la base vale A, =
_atat+a—3 3lla—-1)
V3 V3
1 9v3
= V/3|a — 1|. Como el volumen es 18, se obtiene la ecuacién V = 3 —\2/_ V3-ja—1]=18 =
la—1| =4 = a =75 o bien a = —3. Luego hay dos posible soluciones D(5,5,5), D(—3, -3, —3)

1.4. A4

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
El tiempo de duracién de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una
distribucién normal de media p y desviacion tipica o. Se sabe que el 69.50 % de las bombillas
duran menos de 5061,2 horas, y que el 16.60 % de de las bombillas duran més de 5116,4 horas.

a) [1 p.] {Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y
5116,4 horas?

b) [1,5 p.] Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién normal.
Solucion:

a) Sea X = duracién en horas de una bombilla. Sabemos que X ~» N(u, o). Del enunciados
deducimos que P(X < 5061,2) = 0,6950, P(5116,4 < X) = 0,1660 = P(X < 5116,4) = 0,8340
(la probabilidad del suceso contrario es igual a la unidad menos la probabilidad del suceso)

Luego P(5061,2 < X < 5116,4) = P(X < 5116,4) — P(X < 5061,2) = 0,1390



b) Tipificamos la variable estadistica z = — M, obteniendo:

ag
50612 — 51644 —
Pz < 220271y 06950, P(» < 2 m K

o o
(0.6950 y 0.8340) en una tabla de la distribucién normal N(0,1) obtenemos:
5061,2 — 1
Tt 0,51 = 0,510 + p = 50,16 (%)

) = 0,8340. Si buscamos estos valores

g
5116:4 —
SRR 0,97 = 0,970 + p = 51164 (**)

o
Restandole a (**) la expresiéon (*) tenemos 0,460 = 55,2 = o = 120 y sustituyendo este

valor en (*) p = 5000 horas



2. Opcién B
2.1. B1

1 1 1

Considere la matriz A = 0 1 0

0 0 1
a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A?, A3y A%

b) [0,5 p.] Calcule la expresién general de A™ para cualquier valor de n € N.

¢) [1 p.] Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calcilela.

Solucién:
1 1 1 1 1 1 1 2 2
a) A2=A-A=]10 1 0 0 1 0 (O 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 2 2 1 1 1 1 3 3
A=A A= 0 1 0 01 0J=]1012O0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 3 3 1 1 1 1 4 4
A=A A= 0 1 0 01 0 =]101PO0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 n n
b)A"=] 0 1 0 | VneN
0 0 1

¢) La matriz A tiene inversa ya que su determinante no es nulo, vale 1. Para hallar la inversa

aplicamos el método de Gauss-Seidel:

1 1 1|1 0 O 1 0 1|1 -1 O 1 0 01 -1 -1
o1o0/010}|~1010;01O0](}~101TTO00 1 O
0 0 1(0 0 1 0 0 1/0 0 1 0 0 1/0 0 1

La primera transformacién ha consistido en sustituir la primera fila por la diferencia entre la
primera y segunda filas. En la segunda transformacion hemos cambiado la fila 1 por la diferencia

entre las filas 1 y 3 de la primera transformaciéon. La matriz inversa de A es:

1 -1 -1
A'=10 1 0
0 0 1



2.2. B2

Considere un triangulo isosceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de
5 cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x de la base de
manera que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo sea minima.

Observe la figura:

12

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del
tridngulo viene dada por la expresién f(x) =5 — x + 2v/36 + x2.
b) [1,5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.

¢) [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

Solucion:

a) Si aplicamos el Teorema de Pitdgoras al tridngulo coloreado L = /36 + x2, segun pode-
mos observar en la figura la funcién que nos da la suma de distancias desde el punto A hasta
los vértices del tridngulo es f(z) =5 —x +2L = f(x) =5 — 2 + 2v/36 + 22

b) Si la funcién f(z) = 5 — z + 2v/36 + 22 tiene un minimo en un punto de abcisa x, su

: . 2x
derivada primera debe ser nula, f'(z) = =1 +2 - ——= =0 = 22 = V36 + 22 = 42% =
P r) N V

= 36 + 2° = = = 2V/3 (la raiz negativa no tiene sentido al tratarse de una distancia), en efecto

se alcanza un minimo en z = 2v/3 ya que la derivada segunda f”(2/3) > 0

¢) La cantidad minima es f(2v/3) =5 — 2v/3 4+ 236 — 12 = 5 — 2/3 + 46

9



2.3. B3

Considere las siguientes rectas:

r—>5 y—6 z+41 r—1 vy z+1
T = = 5 ==
1 1 1 1 1 -1

a) [1 p.] Estudie la posicién relativa de ambas rectas.
b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el dngulo
que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin

a ambas rectas.

Solucion:

a) Evidentemente las rectas no son paralelas ya que sus vectores directores no son propor-

cionales. Ponemos las rectas en paramétricas:

x=5+ A x=14+ p
riq y=6+ A s14 y= [
z=-1+ A\ z=-1-

Igualando lasa ecuaciones paramétricas obtenemos el sistema:

A—p=—4
A—pu=—6
A=

Evidentemente este sistema es incompatible ( A — @ no puede tener 2 valores distintos).
Luego las rectas se cruzan. Los vectores directores de las rectas r y s son , respectivamente,

v, =(1,1,1) y vy = (1,1, —1). Sea el vector 77 = v, A v;. Calculemos 7i:

i j k
n=|1 1 1 |=-2i4+2j=>7=(-2,2,0)~(—1,1,0)
11 -1

Sea 7, el plano que pasa por el punto P.(5,6,—1) y tiene por vectores directores 7 y o.

Entonces:
x-5 y-6 z+1
=1 1 1 1 =—2—-—y+224+13=0=>m=2+y—22—-13=0
-1 1 0

Sea 7, el plano que pasa por el punto Ps(1,0,—1) y tiene por vectores directores 7 y ;.

Entonces:

10



x-1 y z+1
= 1 1 -1 |=0=mn=2+y+22+1=0
-1 1 0

La perpendicular comun de las rectas r y s es la recta interseccion de los planos 7, y 7,

+v-2z=13 -27z=13- 7
XTYy-242 }:> X-27 y}:>:c:6—y,z:——

X+y+2z=-1 x+2z=-1-y 2
x=6-A
La perpendicular comun es la recta t : y=A |

2.4. B4

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

2
La probabilidad de que un determinado equipo de fitbol gane cuando juega en casa es 3’

2
y la probabilidad de que gane cuando juega fuera es —
a) [1 p.] Sin saber dénde jugard el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) [1,5 p.] Si gand el tltimo partido del campeonato, ;cuél es la probabilidad de que jugara

en casa’
Solucién:

Tomamos la particién del espacio muestral en sucesos elementales P = {C, F'}, siendo F el

suceso jugar fuera y C el suceso jugar en casa. G es el suceso ganar el partido de futbol.
a) Segun el Teorema de la Probabilidad Total:
1 2
P(G)=P(F)-P(G/F)+ P(C)-P(G/C) = 3% +
b) Segun el Teorema de Bayes:
P(C)- P(G/C) 3

P = 5 Piaim + P(O) - P(GIO) — 8

11
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