LOBATCHEWSKY

El Copérnico de la Geometria

La teoria de Lobatchewsky era incomprensible

para sus contemporaneos, pues parecia contradecir
un axioma cuya necesidad esta basada tan sélo
sobre un prejuicio santificado por millares de afos.
Los editores de las obras de Lobatchewsky

Suponiendo que sea exacta la opinibn comunmente aceptada de la importancia de
la obra de Copérnico, hay que admitir que el mas alto galardéon o la mas grave
condenacién humana posible es llamar a otro hombre el "Copérnico” de alguna
cosa. Cuando consideremos lo que Lobatchewsky hizo al crear la Geometria no-
euclidiana y comprendamos su significaciéon para todo el pensamiento humano del
cual la Matematica es sOlo una parte pequefia, aunque muy importante,
probablemente aceptaremos que Clifford (1845-1879), que era un gran geébmetra y
bastante mas que un simple matemaéatico, no exagerd al calificar a Lobatchewsky
como "el Copérnico de la geometria".

Nikolas Ivanovitch Lobatchewsky, segundo hijo de un modesto funcionario del
gobierno, nacio el 2 de noviembre de 1793 en el distrito de Makarief, gobernacion
de Nijni Novgorod, Rusia. El padre murié cuando Nikolas tenia siete afos, dejando a
su mujer, Praskovia lvanovna, el cuidado de sus tres hijos pequefios. Como el
sueldo del padre mientras vivié apenas bastaba para mantener a su familia, la viuda
quedd en extrema pobreza. Se trasladé a Kazan, donde prepard lo mejor que pudo
a sus hijos para ingresar en la escuela, y tuvo la satisfacciéon de ver cobmo uno tras
otro ingresaron en el Instituto. Nikolas fue admitido en 1802, teniendo 8 afios. Sus
progresos fueron enormemente rapidos tanto en la matematica como en los
clasicos. A los 14 afos estaba preparado para ingresar en la Universidad. En 1807
ingreso en la Universidad de Kazan, fundada en 1805, en donde transcurrieron los
siguientes 40 afios de su vida como estudiante, profesor ayudante, profesor y
finalmente Rector. Deseando elevar la Universidad de Kazan al nivel de las de

Europa, las autoridades universitarias habian traido de Alemania distinguidos



profesores. Entre éstos se hallaba el astronomo Littrow, que mas tarde fue director
del observatorio de Viena. Los profesores alemanes rapidamente reconocieron el

genio de Lobatchewsky y le alentaron.

En 1811, teniendo 18 afos, Lobatchewsky obtuvo su titulo después de una breve
reyerta con las autoridades universitarias en cuya ira habia incurrido por su
exuberancia juvenil. Los amigos alemanes de la Facultad le defendieron y obtuvo su
titulo. Por esta época su hermano mayor Alexis estaba encargado de los cursos
elementales de Matemaética para los funcionarios secundarios del gobierno, y cuando

Alexis tomo licencia por enfermedad, Nikolas fue su sustituto. Dos afios mas tarde,



teniendo 21 afios, Lobatchewsky fue nombrado “profesor extraordinario”,
equivalente al profesor asistente de otras Universidades.

El nombramiento de Lobatchewsky como profesor ordinario tuvo lugar en 1816, a la
precoz edad de 23 afios. Sus deberes eran pesados. Ademas del curso de
Matematica fue encargado de los cursos de astronomia y de fisica, el primero para
sustituir a un colega que disfrutaba de licencia. El extraordinario equilibrio con que
realizé su pesada labor hizo de él un candidato para que se le encargaran nuevos
trabajos, basdndose en la teoria de que un hombre capaz de hacer muchas cosas es
capaz de hacer todavia mas, y por entonces Lobatchewsky fue nombrado
bibliotecario de la Universidad y conservador del Museo de la Universidad donde
reinaba un desorden cadtico.

Los estudiantes suelen ser una masa ingobernable antes de que la vida les ensefie
que no se trata simplemente de ganar lo necesario para vivir. Entre los
innumerables deberes de Lobatchewsky, desde 1819 hasta la muerte del zar
Alejandro en 1825, se contaba el de ser Inspector de todos los estudiantes de
Kazan, desde los asistentes de las escuelas elementales hasta los hombres ya
hechos que seguian cursos para posgraduados en la Universidad. Esta inspeccién se
referia especialmente a las opiniones politicas de los estudiantes. Podemos imaginar
lo ingrato de tal tarea. La habilidad con que Lobatchewsky supo desenvolver para
enviar sus informes dia tras dia y afio tras afio a sus suspicaces superiores sin ser
tachado de benevolencia para el espionaje, y sin perder el sincero respeto y el
carifio de los estudiantes, dice mas de su capacidad administrativa que todos los
honores y medallas que pudiera conferirle el gobierno, y con las que él gustaba
adornarse en las ocasiones oportunas.

Las colecciones del Museo de la Universidad constituian un increible revoltijo. Un
desorden analogo hacia practicamente inutilizable la abundante biblioteca.
Lobatchewsky fue encargado de poner orden. Como reconocimiento a sus sefalados
servicios las autoridades le elevaron al cargo de Decano de la Facultad de
Matematica y Fisica, pero como se olvidaron de votar los fondos necesarios para
ordenar la biblioteca y el museo, Lobatchewsky hizo este trabajo con sus propias
manos, catalogando, limpiando el polvo, cuidando de las vitrinas, y hasta si era

necesario barriendo.



Con la muerte de Alejandro, en 1825, las cosas parecieron mejorar. El funcionario
responsable de la maliciosa persecucion de la Universidad de Kazan fue eliminado al
ser considerado como demasiado corrompido para desempefiar un cargo del
gobierno, y su sucesor nombré un conservador profesional para aliviar a
Lobatchewsky de sus infinitas tareas de catalogar libros, limpiar el polvo a las
muestras de numerales y atacar la polilla de los pajaros disecados. Necesitando
apoyo moral y politico para su obra en la Universidad, el nuevo conservador influyd
para que fuera nombrado Rector Lobatchewsky, cosa que se logré el afio 1827. El
matematico se hallaba ahora a la cabeza de la Universidad, pero la nueva posicion
Nno era una sinecura. Bajo su capaz direccibn todo el cuerpo docente fue
reorganizado, siendo nombrados nuevos y mejores hombres. La instruccion fue
liberalizada, a pesar de la funciéon oficial, la biblioteca adquirié un nivel superior de
suficiencia cientifica, se adquirieron los instrumentos cientificos requeridos para la
investigaciobn y la ensefianza, se fundd y equipé un observatorio, proyecto
acariciado por el enérgico Rector, y la amplia coleccién mineralégica donde estaban
representados todos los minerales de Rusia, fue puesta en orden y constantemente
enriquecida.

La nueva dignidad de su rectorado no impidi6 que Lobatchewsky ayudara
manualmente en los trabajos de la biblioteca y del museo cuando era necesario. La
Universidad era su vida y la amaba sobre todas las cosas. Poco bastaba para que
despojandose del cuello y de la levita se entregara a cualquier labor manual. Se
cuenta que un distinguido visitante extranjero, al encontrar al Rector en mangas de
camisa, le confundié con un conserje y le pidié le mostrara la biblioteca y las
colecciones del museo. Lobatchewsky le mostré los mas preciados tesoros
afadiendo detenidas explicaciones. El visitante queddé encantado muy impresionado
de la gran inteligencia y cortesia de los empleados subalternos rusos. Al despedirse
quiso entregarle una pequefia propina pero Lobatchewsky, ante la admiracion del
extranjero, rechaz6 indignado las monedas ofrecidas. Pensando que se trataba de
alguna excentricidad del inteligente conserje, el visitante se guardd su dinero.
Aquella noche, él y Lobatchewsky volvieron a encontrarse en la cena ofrecida por el
gobernador, y en ese momento se presentaron y aceptaron reciprocamente todo

género de excusas.



Lobatchewsky creia firmemente en que para hacer bien una cosa hay que saber
ejecutarla o comprender como se ejecuta, pues es la Unica manera de poder criticar
el trabajo de los demas de un modo inteligente y constructivo. Como hemos dicho,
la Universidad era su vida. Cuando el gobierno decidi6 modernizar los edificios y
afadir un nuevo, Lobatchewsky tomé a su cuidado que la obra fuera realizada del
modo mas perfecto sin que se derrochasen los fondos votados. Para cumplir esta
tarea aprendié arquitectura. Tan grande fue su dominio de la cuestibn que los
edificios no sélo fueron adecuados para el propdsito a que se destinaban, sino que
se dio el caso, casi Unico en la historia, de que fueron construidos con menos dinero
que el calculado. Algunos afios mas tarde (en 1842), un terrible fuego destruy6 la
mitad de la ciudad de Kazan, incluyendo los mejores edificios de la Universidad con
su observatorio totalmente equipado, que constituia el orgullo de Lobatchewsky.
Pero gracias a la enérgica sangre fria del Rector se salvaron los instrumentos y la
biblioteca. Apagado el fuego, Lobatchewsky se entregdé a la labor de la
reconstruccién, y dos afios mas tarde no quedaba signo alguno del desastre.
Recordaremos que el afio 1842, el afo del fuego, fue también el afio en que,
merced a los buenos oficios de Gauss, fue elegido Lobatchewsky miembro
extranjero correspondiente de la Real Sociedad de Goéttingen por su creacion de la
Geometria no-euclidiana. Aunque parezca increible que un hombre tan
excesivamente atareado por la enseflanza y la administracion como Lobatchewsky
lo estaba, pudiera encontrar tiempo para realizar una obra cientifica, Lobatchewsky
encontré la oportunidad para crear una de las grandes obras maestras de la
Matemdtica y para establecer un jalbn en el pensamiento humano. En esa obra
trabajé durante 20 o méas afos. Su primera comunicacion publica acerca de ese
tema ante la Sociedad Fisico-matemaéatica de Kazan, tuvo lugar en 1826. Fue igual
que si hubiera hablado en pleno desierto de Sahara. Gauss no oy6 hablar de la obra
basta el afio 1840.

Otro episodio de la atareada vida de Lobatchewsky muestra que no sélo la
Matematica consumioé su tiempo. La Rusia de 1830 se hallaba en unas condiciones
sanitarias tan deplorables como un siglo después, cuando los soldados alemanes,
durante la gran guerra, quedaban asombrados al contemplar los infortunados

prisioneros rusos. Como era natural, al extenderse la epidemia colérica entre los



infelices habitantes de Kazan, en los dias de Lobatchewsky, prometia reinar alli
durante largo tiempo. La teoria infecciosa de los gérmenes era aun desconocida en
1830, aungue los individuos mas inteligentes sospechaban ya que la suciedad tenia
mucha mas intervenciéon en el brote de las pestes que lo que pudiera tener la ira del
Sefior.

Cuando el célera invadié Kazan, los sacerdotes hicieron lo que pudieron en favor de
aquellas humildes gentes, reuniéndolas en la iglesias para pedirles que unieran sus
suplicas, absolviendo a los moribundos y enterrando a los muertos, pero no
pensaron que una pala puede también ser Util para més propdsitos que el de cavar
sepulturas. Dandose cuenta de que la situacién de la ciudad era desesperada,
Lobatchewsky pidi6 a sus compafieros que trajeran a sus familias a la Universidad,
y luego solicité, o por mejor decir ordend, a algunos de sus estudiantes que se
unieran a él en una lucha humana y racional contra el célera. Las ventanas se
cerraron herméticamente, se impusieron estrictas medidas sanitarias, y tan sélo se
concedieron las salidas necesarias para obtener los alimentos. De los 660 hombres,
mujeres y nifios asi protegidos sélo murieron 16, una mortalidad inferior a 2,5 %.
Comparando esta mortalidad con la que tenia lugar en el resto de las gentes que
recibian los remedios tradicionales, esa cifra era despreciable.

Podria suponerse que después de todos sus distinguidos servicios en beneficio del
Estado y de su reconocimiento como un gran matematico por los profesores
europeos, Lobatchewsky recibiria los mayores honores por parte de su gobierno.
Imaginar esto no soélo seria pecar de ingenuo, sino que se desobedeceria el
mandato biblico "No confiéis en principes". Como premio de sus sacrificios y de su
lealtad Lobatchewsky fue bruscamente relevado, en 1846, de su catedra y de su
Rectorado. No se dio ninguna explicacion de este singular e inmerecido doble
insulto. Lobatchewsky tenia 54 afios, y su cuerpo y su mente eran mas Vvigorosos
que nunca para continuar sus investigaciones matematicas. Sus colegas protestaron
unanimemente contra el ultraje, poniendo en peligro su propia seguridad, pero
fueron brevemente informados de que por ser simples profesores, eran
constitucionalmente incapaces de comprender los grandes misterios de la ciencia

del gobierno.



Esta excusa mal disfrazada abati6 a Lobatchewsky. Todavia le fue permitido
conservar su estudio en la Universidad. Pero cuando su sucesor, elegido por el
gobierno para disciplinar la desafecta facultad, llegé en 1847 para hacerse cargo de
su ingrata tarea, Lobatchewsky abandoné toda esperanza de verse repuesto en la
Universidad, que debia su importancia casi exclusivamente a sus esfuerzos, y desde
entonces soélo aparecié contadas veces para asistir a los exdmenes. Aunque su vista
decayo rapidamente, aun fue capaz de un intenso pensamiento matematico.

Amaba siempre a la Universidad. Su salud se quebranté al morir su hijo, pero
continud activo con la esperanza de que aun pudiera ser atil. En 1855 la Universidad
celebré el cincuentenario de su creacién. Para conmemorar este acontecimiento,
Lobatchewsky acudié en persona a presentar un ejemplar de su Pangeometria, la
obra de su vida cientifica. Este trabajo (en francés y en ruso) no fue escrito por él,
sino dictado, pues Lobatchewsky estaba ciego. Pocos meses mas tarde murio, el 24
de febrero de 1856, teniendo 62 afos.

Para comprender lo que Lobatchewsky hizo debemos examinar en primer término
las notables conquistas de Euclides. Hasta hace poco tiempo el nombre de Euclides
era practicamente sindnimo de Geometria elemental. Del hombre poco se sabia,
aparte de las dudosas fechas de su nacimiento y muerte. (330-275 a. J. C)).
Ademas de una explicacién sistematica de la Geometria elemental, sus Elementos
encierran todo lo que se sabia en su época de la teoria de niumeros. La ensefianza
de la geometria ha estado inspirada por Euclides durante mas de 2200 afos. La
labor desarrollada en los Elementos parece haber sido sobre todo la de reunir y
exponer légicamente los resultados de sus predecesores y contemporaneos, y su
objeto fue hacer una exposicidon razonada de la Geometria elemental, de tal modo
que cualquiera de las proposiciones contenidas pudiera ser referida a los postulados.
Euclides no alcanzé6 su ideal y ni siquiera nada aproximado, aunque durante siglos
se creyo6 que lo habia logrado.

El titulo de Euclides a la inmortalidad est4d basado en otra cosa que no es la
supuesta perfeccion logica que todavia suele atribuirsela errbneamente. Es su
reconocimiento de que el quinto de sus postulados (su axioma Xl) es una pura
suposicion. El quinto postulado puede anunciarse de muchas maneras equivalentes,

cada una de las cuales puede deducirse de las otras por medio de los restantes



postulados de la Geometria de Euclides. Posiblemente, el méas sencillo de estos
enunciados equivalentes es el siguiente: Dada cualquier linea recta | y un punto P,
que no esta en |, es posible trazar, en el plano determinado por | y P, tan s6lo una
linea recta I' pasando por P, de tal modo que I’ jamas corte a | por mas que se

prolonguen ambas lineas | y | en ambos sentidos.

Como una definicibn nominal diremos que dos rectas que estan en un plano y que
no se encuentran son paralelas. Asi, el quinto postulado de Euclides afirma que
existe una sola linea recta paralela a | que pase por P. La penetrante vision de
Euclides respecto a la naturaleza de la Geometria le convencié de que su postulado
no se deducia de los otros, aunque habian sido hechos muchos ensayos para
demostrar el postulado. Siendo incapaz de deducir el postulado de sus otras
suposiciones, y deseando usarlo en las demostraciones de muchos teoremas,
Euclides honradamente lo separd de sus otros postulados.

Existen una o dos simples cuestiones de que debemos tratar antes de ocuparnos de
la intervenciéon revolucionaria de Lobatchewsky en el campo de la Geometria. Nos
referimos a las proposiciones "equivalentes™ al postulado de las paralelas. Una de
éstas, "la hipoétesis del angulo recto”, segun se denomina, sugiere otras dos
posibilidades, ninguna de las cuales equivale a la suposicion de Euclides: una de

ellas lleva a la Geometria de Lobatchewsky, la otra a la de Riemann.
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Consideremos una figura AXYB que "parece" un rectangulo, compuesta de cuatro
segmentos rectos AX, XY, YB, BA, en la cual BA (o AB) es la base, AXy YB (o BY)
son iguales y perpendiculares a AB y sobre un mismo lado de AB. Las cosas
esenciales que hay que recordar acerca de esta figura son que cada uno de los
angulos XAB, YBA (en la base) es un angulo recto, y que los lados AX, BY tienen
igual longitud. Sin utilizar el postulado de las paralelas puede probarse que los
angulos AXY, BYX son iguales, pero sin utilizar este postulado es imposible
demostrar que AXY, BYX son angulos rectos, aunque lo parezcan. Si aceptamos el
postulado de las paralelas, podemos demostrar que AXY, BYX son angulos rectos, e
inversamente, si aceptamos que AXY, BYX son angulos rectos, podemos demostrar
el postulado de las paralelas. Asi, la hipdtesis de que AXY, BYX son angulos rectos
es equivalente al postulado de las paralelas. Esta hipo6tesis se llama actualmente la
hipétesis del angulo recto (puesto que ambos angulos son rectos se usa el singular
en vez del plural "angulos").

Se sabe que la hipétesis del dngulo recto conduce a una Geometria consecuente y
practicamente util, es decir a la Geometria de Euclides remozada para satisfacer las
exigencias modernas del rigor légico. Pero la figura sugiere otras dos posibilidades:
cada uno de los angulos iguales AXY, BYX es menor que un angulo recto, hipétesis
del angulo agudo; cada uno de los angulos iguales, AXY, BYB es mayor que un
angulo recto, hipdtesis del angulo obtuso. Dado que un angulo puede satisfacer a
una y solo a una de las exigencias, que es ser igual a, menor que, 0 mayor que un
angulo recto, las tres hipotesis, del angulo recto, del angulo agudo y del angulo
obtuso, respectivamente, agotan las posibilidades.

La experiencia vulgar nos predispone en favor de la primera hipdtesis. Para
comprender que las dos restantes no son tan irracionales como parecen a primera
vista, consideraremos alguna cosa que esta mas cerca de la experiencia humana
real que el "plano” idealizado en el que Euclides imaginaba trazadas sus figuras.
Pero primero observemos que ni la hipotesis del angulo agudo ni la del angulo
obtuso nos permiten demostrar el postulado de las paralelas de Euclides debido a
que, como antes hemos dicho, el postulado de Euclides es equivalente a la hipotesis

del angulo recto (en el sentido de que puede deducirse uno de otra; la hip6tesis del



angulo recto es necesaria y suficiente para la deduccidon del postulado de las
paralelas). Por tanto, si conseguimos construir geometrias basandonos en
cualquiera de las dos nuevas hip6tesis, no encontraremos en ellas paralelas en el
sentido de Euclides.

Para hacer a las otras hipdtesis menos irracionales de lo que parecen a primera
vista, supongamos que la Tierra fuera una esfera perfecta (sin las irregularidades
debidas a las montafas, etc.). Un plano trazado a través del centro de esta Tierra
ideal corta la superficie segun una circunferencia maxima. Supongamos que
deseamos ir desde un punto A a otro B sobre la superficie de la Tierra,
manteniéndonos siempre sobre la superficie al pasar desde A a B, y supongamos
ademas que deseamos hacer el recorrido por el camino mas corto posible. Este es el
problema de la "navegacién segln una circunferencia maxima". Imaginemos un
plano que pase por A, B y el centro de la Tierra (s6lo existe un plano que reune

estas condiciones).

Este plano corta a la superficie segun una circunferencia maxima. Para hacer
nuestro viaje mas rapido vamos desde A a B siguiendo el arco méas corto de los dos
arcos de este circulo maximo. Si A, B se encuentran en la extremidad de un
didmetro, podemos marchar por ambos arcos. 1 El ejemplo precedente introduce la

definiciéon importante de geodésico de una superficie, que ahora vamos a explicar.
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Se ha visto que el camino mas corto que une dos puntos sobre una esfera, medida
la distancia sobre la superficie, es un arco de la circunferencia maxima que los une.
Hemos visto también que la distancia mas larga que une los dos puntos es el otro
arco de la misma circunferencia, salvo en el caso en que los puntos sean los
extremos de un diametro, pues entonces, los dos arcos son iguales. Recordaremos
ahora que el segmento de recta que une dos puntos en un plano, se define como "la
distancia entre esos dos puntos"”. Trasladando esta definicion a la esfera diremos
que la linea recta en el plano corresponde a la circunferencia maxima sobre la
esfera. Puesto que la palabra griega que significa Tierra es la primera silaba geo
(yn) de geodésico, llamaremos a todas las lineas de minima distancia que unen dos
puntos cualesquiera sobre cualquier superficie las geodésicas de esa superficie. Asi,
en un plano las geodésicas son las lineas rectas de Euclides; sobre una esfera son
circunferencias maximas. Una geodésico puede ser representada como la posicion
tomada por una cuerda extendida lo mas tirante posible entre dos puntos sobre una
superficie.

Ahora bien, en navegacion al menos, la superficie de un océano no se considera
como una superficie plana (plano euclidiano), aunque las distancias sean cortas; se
la considera como lo que es muy aproximadamente, como una parte de la superficie
de una esfera, y la Geometria de la navegacion segun una circunferencia maxima,
no es la de Euclides. La de Euclides no es, pues, la Unica Geometria de utilidad para
el hombre. Sobre el plano dos geodésicas se cortan precisamente en un punto, a no
ser que sean paralelas, pues entonces no se cortan (en Geometria euclidiana); pero
sobre la esfera dos geodésicas cualesquiera siempre se cortan precisamente en dos
puntos. Ademas, sobre un plano dos geodésicas no pueden encerrar un espacio, tal
como acepta Euclides en uno de los postulados de su Geometria; sobre una esfera,
dos geodésicas cualesquiera siempre encierran un espacio.

Imaginemos ahora el ecuador sobre la esfera y dos geodésicas trazadas por el polo
norte perpendiculares al ecuador. En el hemisferio norte esto da lugar a un tridngulo
con lados curvos, dos de los cuales son iguales. Cada lado de este triAngulo es un
arco de geodésico. Tracemos cualquiera otra geodésica que corte los dos lados
iguales, de modo que las partes interceptadas entre el ecuador y la linea secante

sean iguales. Tenemos ahora, sobre la esfera, la figura de cuatro lados
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correspondiente a la figura AXYB que hace pocos momentos teniamos en el plano.
Los dos angulos en la base de esta figura son angulos rectos y los lados
correspondientes son iguales, como antes, pero cada uno de los angulos iguales, en
X, Y son ahora mayores que un angulo recto. Asi, en la Geometria
extraordinariamente practica de la navegacion segun una circunferencia maxima
que estd mas cerca de la experiencia humana real que los esquemas idealizados de
la Geometria elemental, no es verdadero el postulado de Euclides, o su equivalente
en la hipdtesis del angulo recto, sino la Geometria que se deduce de la hipdétesis del
angulo obtuso.

De igual modo, inspeccionando una superficie menos familiar, podemos hacer
razonable la hipoétesis del angulo agudo. La superficie semeja dos trompetas

infinitamente alargadas, soldadas en sus extremos mas anchos.

N

Para describir esta figura mas exactamente debemos introducir la curva plana

llamada tractriz, que se engendra del siguiente modo.
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Tracemos dos rectas XOX', YOY' en wun plano horizontal, cortandose
perpendicularmente en 0, como en la Geometria cartesiana. Imaginemos un hilo
flexible e inextensible a lo largo de YOY', que tiene en un extremo una pequefa
esfera pesada, estando el otro extremo en O. Llevar ese extremo a lo largo de la
linea OX. En su movimiento, la esfera traza una mitad de la tractriz; la otra mitad
se traza llevando el extremo del hilo a lo largo de OX', y como se comprende es
simplemente la reflexion o imagen en OY de la primera mitad. Se supone que el
trazado continla indefinidamente, "hasta el infinito", en cada caso. Ahora
imaginemos que la tractriz gira alrededor de la linea XOX'. Se engendra la superficie
en doble trompeta; por razones que no necesitamos detallar (tiene curvatura
negativa constante) se llama una pseudoesfera. Si sobre esta superficie trazamos la
figura de cuatro lados iguales y dos angulos rectos como antes, usando geodésicas,
encontramos realizada la hipétesis del angulo agudo.

Asi, las hipotesis del angulo recto, del angulo obtuso y del angulo agudo
respectivamente, son verdaderas sobre un plano euclidiano, sobre una esfera y
sobre una pseudoesfera y en todos los casos las "lineas rectas" son geodésicas. La
Geometria euclidiana es un caso limite o degenerado de la Geometria sobre una
esfera, que se alcanza cuando el radio de la esfera se hace infinito.

En lugar de construir una Geometria adaptada a la Tierra que los seres humanos
conocemos ahora, Euclides aparentemente partié de la suposiciéon de que la Tierra
es plana. Si Euclides no lo hizo, sus predecesores lo hicieron, y por aquella época la
teoria del "espacio" o Geometria le llevd a las escuetas suposiciones que enuncia en
sus postulados considerados como verdades necesarias e inmutables, reveladas a la
humanidad por una inteligencia superior como la verdadera esencia de todas las
cosas materiales. Fueron necesarios mas de 2000 afios para derribar la eterna
verdad de la Geometria, y Lobatchewsky lo consiguio.

Para usar la frase de Einstein, Lobatchewsky contradijo un axioma. Quien contradice
una "verdad aceptada" que ha parecido necesaria o razonable a la gran mayoria de
los hombres durante dos mil afios o mas, pone en peligro su reputacion cientifica, y
quizd su vida. Einstein mismo contradijo el axioma de que dos acontecimientos

pueden ocurrir en diferentes lugares al mismo tiempo, y analizando esta suposiciéon
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llegé a inventar la teoria especial de la relatividad. Lobatchewsky contradijo la
hipotesis del postulado de las paralelas de Euclides o, lo que es equivalente, la
hip6tesis del angulo recto, afirmando que no es necesaria para una Geometria
consecuente, y fundé su contradiccion estableciendo un sistema de Geometria
basada sobre la hipétesis del angulo agudo en la que por un punto dado no soélo
puede trazarse una paralela a una recta dada, sino dos. Ninguna de las paralelas de
Lobatchewsky corta la linea a la que ambas son paralelas, ni tampoco cualquier
linea recta trazada por el punto dado y que estd dentro del angulo formado por las
dos paralelas. Esta al parecer extrafa situacion se "realiza" para las geodésicas de

una pseudoesfera.

Para cualquier propésito de la vida diaria (medida de distancias, etc.), las
diferencias entre las geometrias de Euclides y Lobatchewsky son demasiado
pequefias para ser tenidas en cuenta, pero no es éste el punto importante; cada
una tiene importancia por si misma, y cada una de ella es adecuada para las
experiencias humanas. Lobatchewsky abolié la "verdad" necesaria de la geometria
euclidiana. Su Geometria fue la primera de las diversas geometrias construidas por
sus sucesores. Algunos de estos sustitutos de la Geometria euclidiana, por ejemplo
la Geometria de Riemann o de la relatividad general, son hoy, al menos, tan
importantes para aquella parte de la ciencia fisica que se esta desarrollando como
era la de Euclides en las partes clasicas, relativamente estaticas. Para algunos fines,
la Geometria de Euclides es mejor, o al menos suficiente; para otros no es
adecuada y se precisa una geometria no euclidiana.

Durante 2200 afios se crey0, en cierto sentido, que Euclides habia descubierto una
verdad absoluta o una forma necesaria de percepcibn humana en su sistema de
Geometria. La creacion de Lobatchewsky fue una pragméatica demostraciéon del error

de esta creencia. La audacia de su oposicién y su triunfo han conducido a los
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matematicos y a los cientificos en general a contradecir otros axiomas o verdades
aceptadas, por ejemplo la ley de causalidad que durante siglos parecié tan
necesaria para el pensamiento como el postulado de Euclides parecia hasta que fue
eliminado por Lobatchewsky.

Es probable que todavia no se haya hecho sentir totalmente la conmocién producida
por el método de Lobatchewsky de negar los axiomas. No hay exageracién en
llamar a Lobatchewsky el Copérnico de la Geometria, pero la Geometria es sélo una
parte del mas amplio campo que renovd. Por ello seria méas justo denominarle el

Copérnico de todo el pensamiento.
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