RIEMANN

Anima Candida

Un gedmetra como Riemann pudo casi haber
previsto las caracteristicas

mas importantes del mundo actual.

A. S. Eddington

Refiriéndose a Coleridge, se ha dicho que escribié poca poesia de primer orden,
pero que esa poca estd hecha de oro. Lo mismo podria decirse de Bernhard
Riemann, cuyos frutos matematicos apenas bastan para llenar un volumen en
octavo. También podria decirse que Riemann revolucionaba todo aquello que
tocaba. Uno de los matematicos mas originales de los tiempos modernos, Riemann,
heredd6 por desgracia una precaria constitucion, y murié antes de que madurase una
décima parte de la dorada cosecha de su fértil cerebro. Si hubiera nacido un siglo
mas tarde, es probable que la ciencia médica hubiera sido capaz de alargar su vida
veinte o treinta afios y la Matemaéatica no hubiera tenido que esperar la aparicion de
un sucesor.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, hijo de un pastor luterano, el segundo de seis
hermanos (dos hermanos y cuatro hermanas), naci6 en la pequefia aldea de
Breselenz, en Hanover, Alemania, el 17 de septiembre de 1826. Su padre combatid
en las guerras napolednicas, y cuando abandoné este modo de vivir por otro menos
barbaro, se casé con Charlotte Ebell hija de un modesto abogado. En el afio 1826,
Hanover no gozaba de una vida préspera, y las condiciones de un oscuro pastor con
una mujer y seis hijos que alimentar y vestir no eran en realidad envidiables.
Algunos biégrafos pretenden, quiza con justicia, que la delicada salud y las muertes
prematuras de muchos de los hijos de Riemann fueron el resultado de la
desnutricion de su juventud y no a circunstancias realmente ingentes. La madre

murié también antes de que sus hijos llegaran a la edad adulta.



A pesar de la pobreza, la vida de su hogar era feliz, y Riemann siempre mantuvo el
mas calido afecto, y una intensa nostalgia cuando estaba ausente, para toda su

carinosa familia.

Bernhard Riemann

Desde sus primeros afios fue un alma timida y desconfiada, con un terrible horror
ante la idea de hablar en publico o de atraer la atencién sobre si mismo. En su vida
posterior esta cronica timidez constituy6é un serio obstaculo, ocasionandole muchos
tormentos, hasta que pudo vencerla por una diligente preparacion cuando tenia que

hacer una presentacion en publico. La simpatica timidez de la infancia y de la



adolescencia de Riemann atraia a todo el que le conocié, y estaba en extrafio
contraste con la audacia de su pensamiento cientifico maduro. Reconociéndose
supremo en el mundo de su propia creacion, se daba cuenta de su transcendental
capacidad, y no temia a nadie, real o imaginario.

Siendo todavia nifio, el padre pasé6 al curato de Quickborn. Alli, el joven Riemann
recibié de su padre, que parecia ser un excelente maestro, su primera instruccion.
Desde las primeras lecciones Bernhard mostré un deseo insaciable de aprender. Las
primeras cosas que le interesaron fueron las histdricas, particularmente la tragica y
romantica historia de Polonia. Cuando tenia cinco afios Bernhard no dejaba en paz a
su padre, pidiéndole que le narrara una y otra vez la leyenda de las luchas heroicas,
y algunas veces ligeramente fatuas, de la infeliz Polonia, por la libertad y por la
"autodeterminacion”, empleando la significativa frase de Woodrow Wilson.

La Aritmética, cuyo estudio comenzé a los 6 afos, dio lugar a que se revelara
pronto su ingénito genio matematico. Bernhard no sélo resolvia todos los problemas
que se le presentaban, sino que inventaba casos mas dificiles para exasperar a sus
hermanos y hermanas. Ya el impulso creador en la Matematica dominaba la mente
del muchacho. Teniendo 10 afios comenzé a recibir lecciones de Aritmética y
Geometria superior de un maestro profesional, un tal Schulz, que parecia buen
pedagogo. Schulz pronto se encontré por debajo de su discipulo, que con frecuencia
obtenia mejores soluciones que él.

A los 14 afos Riemann fue a vivir con su abuela a Hanover, donde ingresé en la
escuela secundaria, en el tercer grado superior. Aqui comenz6 a sentir por primera
vez su soledad. Su timidez hacia de él el blanco de las bromas de sus comparieros,
y ello le impulsé a concentrarse sobre si mismo. Después de un retroceso temporal,
su comportamiento en el Instituto fue excelente, pero él no se permitia lujo alguno,
y su unico solaz era la compra de algunos pequefios regalos, adquiridos con sus
ahorros, para enviarlos a sus padres, hermanos y hermanas en los dias de sus
cumpleafios. En una ocasiéon inventé y preparé como regalo para sus padres un
calendario perpetuo muy original, que produjo el asombro de sus incrédulos
compaferos. A la muerte de su abuela, dos afios mas tarde, Riemann fue llevado al
Instituto de Lineburg, donde estudié hasta que logré la preparacién necesaria para

ingresar en la Universidad de Goéttingen, teniendo 19 afios. Lineburg estaba cerca



del hogar de Riemann, quien aprovechaba asi todas las oportunidades para poder
gozar del calor de su casa. Estos afios de educacién secundaria, cuando su salud era
aun buena, fueron los mas felices de su vida. Los viajes de ida y vuelta entre el
Instituto y Quickborn exigian un esfuerzo a su salud, pero, a pesar de las angustias
de la madre, Riemann continud realizando estos excesos para poder estar con su
familia el mayor tiempo posible.

Cuando todavia estaba en el Instituto, Riemann tenia ya el prurito por la perfeccién,
que mas tarde habria de demorar sus publicaciones cientificas. Este defecto, si lo
es, le caus6 grandes dificultades en sus ejercicios escritos, y al principio hasta
parecié dudoso que pudiera triunfar en sus examenes. Pero este mismo rasgo fue
mas tarde, la causa de la forma acabada de dos de sus obras maestras, una de las
cuales fue considerada por Gauss como perfecta. Mas tarde las cosas mejoraron,
cuando Seyffer, el maestro de hebreo, recibié a Riemann en su propia casa como
pupilo.

Los dos estudiaron juntos hebreo. Riemann hacia mas de lo que podia, pues el
futuro matematico deseaba en aquellos dias satisfacer los deseos de su padre y ser
un gran predicador, como si el pobre Riemann, con su timidez, pudiera haber subido
al pulpito para desafiar al infierno y hablar de la condenacion, o de la redencion en
el Paraiso. EI mismo Riemann estaba satisfecho con sus piadosos planes, y aunque
jamas prepar6 un sermoén, empled sus talentos matematicos para intentar la
demostracion, a la manera de Spinoza, de la verdad del Génesis. Sin importarle su
fracaso, el joven Riemann conservé su fe, y continu6 siendo toda su vida un sincero
cristiano. Como su biégrafo (Dedekind) afirma: "Evité reverentemente alterar la fe
de los demas; para él lo principal en la religibn era el autoexamen diario". Al
terminar el curso de la Escuela secundaria todos estaban conformes, hasta el propio
Riemann, de que el Todopoderoso no podria utilizarlo para derrotar al demonio,
pero podria emplearle provechosamente para la conquista de la naturaleza. Asi, una
vez mas, como en los casos de Boole y Kummer, ad majoram Dei gloriam.

Habiendo observado el director del Instituto, Schmalfuss, el talento de Riemann
para la Matematica, le permitié entrar en su biblioteca privada, librAndole de asistir
a la clase de Matematica. De esta forma Riemann descubri6é sus aptitudes ingénitas

para esta ciencia, pero su incapacidad para darse cuenta inmediatamente de la



magnitud de su talento es tan caracteristica de su casi patolégica modestia que
resulta ridiculo.

Schmalfuss sugirié a Riemann la idea de que retirara algun libro matematico de la
biblioteca, para que lo estudiara en su casa, y a Riemann le parecié excelente la
idea con tal de que el libro no fuera demasiado féacil. Por indicacion de Schmalfuss
eligié la Théorie des Nombres (Teorias de niameros), de Legendre. Se trata, nada
menos, que de una obra de 850 paginas, en cuarto mayor, y llena de razonamientos
complicados. Seis dias méas tarde Riemann devolvié el libro. "¢Cémo ha podido
leerlo tan pronto?" pregunté Schmalfuss. Sin contestar directamente, Riemann
expresé su aprecio por la obra clasica de Legendre. "Es ciertamente un libro
maravilloso. Lo he comprendido”, y en efecto era verdad. Algun tiempo mas tarde,
al someterse al examen, respondié perfectamente, aunque hacia ya meses que no
habia vuelto a ver el libro.

No hay duda de que este es el origen de la aficibn de Riemann por el enigma de los
ndmeros primos. Legendre tiene una férmula empirica para calcular el numero
aproximado de primos menor que cualquier nimero dado. Una de las obras méas
profundas y mas sugestivas de Riemann (aunque soélo tiene ocho paginas) se refiere
al mismo tema general. En efecto, "la hipdtesis de Riemann", que se origina en su
ensayo para mejorar la obra de Legendre, es actualmente uno de los desafios
notables, si no el méas notable, a los mateméticos puros.

Anticipandonos ligeramente a lo que luego diremos, podemos exponer aqui lo que
es esta hipotesis. Se plantea en la famosa memoria de Ueber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grosse. (Sobre el numero de ndmeros primos
inferiores a uno dado) impresa en la publicacion mensual de la Academia de Berlin,
noviembre 1859, cuando Riemann tenia 33 afios. El problema se refiere a encontrar
una formula que dé los primos que existen menores que un numero dado n. Al
intentar resolver esta cuestion, Riemann fue llevado a una investigacion de la serie

infinita



en la que s es un numero complejo, o sea s= u + iv (i =*~"'__1) donde u y v son
nuameros reales, elegidos de modo que la serie sea convergente. Con este requisito,
la serie infinita es una funcion de s, o sea {(s) (la zeta griega {, se usa siempre para
denotar esta funcion que se llama "funcion zeta de Riemann™); y como s varia, {(S)
continuamente toma diferentes valores. ¢(Para qué valores de s serd ((s) cero?
Riemann conjeturé que todos esos valores de s para los cuales n estd entre Oy 1

son de la forma
Yo + iv

0 sea gue todos tienen su parte real igual a %%.

Esta es la famosa hipoétesis. Pruebe o no pruebe algo, se cubrié de gloria, e
incidentalmente resolvi6 muchas cuestiones extraordinariamente dificiles en la
teoria de numeros primos, en otras partes de la Aritmética superior y en algunos
campos del analisis. La opinidon de los especialistas esta en favor de la verdad de la
hipétesis. En 1914, el matematico inglés G. H. Hardy demostré que una infinidad de
valores de s satisface la hipoétesis, pero una infinidad no es necesariamente todo.
Una decision de algun tipo que resuelva la conjetura de Riemann seria
probablemente de mayor interés para los matematicos que una prueba o un rechazo
del ultimo teorema de Fermat. La hipdotesis de Riemann no es un tipo de problema
que pueda ser abordado por métodos elementales. Ya ha dado lugar a una extensa
y complicada bibliografia.

Legendre no fue el Unico gran matematico cuyas obras fueron comprendidas por
Riemann, siempre con asombrosa rapidez cuando estaba en el Instituto. Se
familiariz6 con el Célculo y sus ramificaciones a través del estudio de Euler. Es
sorprendente que aunque su iniciacion en el andlisis fuera anticuada (los métodos
de Euler estaban ya anticuados el afio 1840 después de los trabajos de Gauss, Abel
y Cauchy), llegara Riemann a ser un analista tan agudo. Pero de Euler tomé algo
que también tiene su importancia en la obra matematica creadora. La apreciacion
de las formas simétricas y la inventiva para el tratamiento de las férmulas. Aunque
Riemann dependié principalmente en sus grandes inspiraciones de lo que pueden

ser llamadas profundas ideas filoséficas, las que van al corazén de la teoria, su obra



no carece, de todos modos, de esa "sencilla ingeniosidad” en la que Euler fue el
maestro perfecto. La persecucion de bellas férmulas y de pulidos teoremas pueden,
sin duda, degenerar rapidamente en un vicio estupido, pero también pueden ir hacia
la austera generalizacién, en un grado tal que las conclusiones sean tan generales
que no puedan ser aplicadas a cualquier caso particular. El tacto matematico
caracteristico de Riemann impidié que cayera en los dos perniciosos extremos.

En 1846, teniendo 19 afios, Riemann se matricul6 como estudiante de filologia y
teologia en la Universidad de Gottingen. Le animaba el deseo de agradar a su
padre, y posiblemente ayudarle financieramente, obteniendo algun cargo retribuido
tan pronto como le fuera posible. Pero no podia abstenerse de asistir a las
conferencias matematicas de Stern sobre la teoria de ecuaciones y sobre integrales
definidas, a las de Gauss sobre el método de los minimos cuadrados y a la de
Goldschmidt sobre el magnetismo terrestre. Confesando todo a su indulgente padre,
Riemann le pidié el permiso para desviar sus estudios. El padre consintié que
Bernhard siguiera la carrera matematica, lo que produjo en el joven un sentimiento
de profunda felicidad y agradecimiento.

Después de pasar un afo en Goéttingen,, donde la ensefianza era, sin duda,
anticuada, Riemann marché a Berlin para ser iniciado por Jacobi, Dirichlet, Steiner y
Eisenstein, en nuevas y vitales Matematicas. De todos estos maestros aprendi6
mucho, mecanica y algebra superior de Jacobi, la teoria de nimeros y analisis de
Dirichlet, Geometria moderna de Steiner, mientras Eisenstein, que tenia tres afos
mas que el discipulo le ensefid no sélo funciones elipticas, sino también confianza
en si mismo, pues él y el joven maestro tenian radicales diferencias de opinion
acerca de como debian desenvolverse la teoria. Eisenstein insistia en establecer
féormulas bellas, a la manera de un modernizado Euler; Riemann deseaba introducir
la variable compleja, y derivar toda la teoria, con un minimo de calculo, desde
algunos simples principios generales. No hay duda de que asi se originaron, al
menos, los gérmenes de una de las mas grandes contribuciones de Riemann a la
Matematica pura. Como el origen de la obra de Riemann en la teoria de funciones
de variable compleja es de considerable importancia para su propia historia y para
la de las modernas Matematicas examinaremos lo que se sabe acerca de esta

cuestion.



La definicibn de una funcién analitica de una variable compleja, expuesta en
relacion con la anticipaciéon de Gauss al teorema fundamental de Cauchy, fue
esencialmente la de Riemann. Cuando se expresa analiticamente en lugar de
geomeétricamente, esa definicibn se pone a la par de las ecuaciones en derivadas
parciales’, que Riemann tomé como punto de partida para una teoria de funciones
de una variable compleja. Segun Dedekind, "Riemann reconocié en esas ecuaciones
diferenciales parciales la definicion esencial de una funcion (analitica) de una
variable compleja. Probablemente estas ideas, de suma importancia para su futura
carrera, fueron elaboradas por Riemann en las vacaciones del otofio de 1847 (tenia
21 afnos)".

Otra version del origen de la inspiracion de Riemann es debida, a Sylvester, quien
narra la siguiente historia, muy interesante, aunque posiblemente no sea cierta. En
1896, el afo antes de su muerte, Sylvester recuerda que estaba en "un hotel sobre
el rio en Nuremberg, donde ,conversaba con un librero de Berlin, que iba a
trasladarse, como yo, a Praga... Me dijo que habia sido condiscipulo de Riemann en
la Universidad, y que un dia, después de haber recibido de Paris algunos numeros
de las Comptes rendus, habia permanecido aislado durante algunas semanas, y
cuando volvié a la sociedad de sus amigos dijo (refiriéndose a los trabajos
recientemente publicados por Cauchy): Esta es una nueva Matematica".

Riemann permanecié dos afos en la ciudad de Berlin. Durante los movimientos
politicos de 1848 permanecié con el cuerpo de estudiantes leales, y tuvo que hacer
guardia durante 16 horas para proteger, en el palacio real, a la nerviosa y sagrada
persona del rey. En 1849 volvié a Gottingen para completar sus conocimientos

matematicos y doctorarse. Los problemas que le interesaban eran de ordinario mas

1Siz=x+1iy, yw = u + iv, es una funcién analitica de z, las ecuaciones de Riemann son:

Estas ecuaciones fueron establecidas mucho antes por Cauchy, pero el mismo Cauchy tampoco fue el primero, pues

D’Alembert las planteé en el siglo XVIII.



amplios que lo que suelen interesar al matematico puro, y, en efecto, dedicé gran
parte de su tiempo a la ciencia fisica, aparte de la Matematica.

Aunque el real interés de Riemann fuera la fisica matematica, parece muy posible
que de haber vivido 20 6 30 afios mas hubiera llegado a ser el Newton o el Einstein
del siglo XIX. Sus ideas en la fisica eran muy audaces para su época. Hasta que
Einstein se dio cuenta del suefioc de Riemann de una fisica geometrizada
(macroscopica), la fisica que Riemann previd, quizd algo oscuramente, no pareci6
razonable a los fisicos. En esta direccidon su uUnico continuador comprensivo hasta
antes de nuestro siglo, fue el matemaéatico inglés William Kingdon Clifford (1845-
1879).

Durante sus ultimos tres semestres en Gottingen asisti6 a conferencias sobre
filosofia y siguié con el mayor interés, el curso de Wilhelm Weber de fisica
experimental. Los escritos fragmentarios filoséficos y psicolégicos, encontrados
después de la muerte de Riemann, muestran que como pensador y fildsofo era tan
original como en Matematica y ciencia. Weber reconocié el genio cientifico de
Riemann, y fue su intimo amigo y util consejero. En un grado mucho mayor que la
mayoria de los grandes matematicos que han escrito sobre ciencia fisica, Riemann
tenia una inclinacion para lo que es importante o probablemente, lo ser& en fisica, y
esa inclinaciéon no hay duda de que era debida a su trabajo en el laboratorio y a su
contacto con hombres que eran esencialmente fisicos y no matematicos. Las
contribuciones de los mas grandes matematicos puros a la ciencia fisica han solido
caracterizarse por una singular indiferencia para el universo observado por los
hombres de ciencia. Riemann, como matematico fisico, estaba en la misma
categoria de Newton, Gauss y Einstein en su instinto para aquello que
probablemente tendra uso cientifico en Matematica.

Como una secuela a sus estudios filoséficos con Johann Friedrich Herbart
(1776-1841), Riemann llegé a la conclusion, en 1850 (tenia 24 afos), de que
"puede ser establecida una teoria matematica completa que vaya desde las leyes
elementales para los puntos individuales hasta los procesos que aparecen ante
nosotros en el plenum (‘espacio continuamente lleno') de la realidad, sin distincién
entre gravitacion, electricidad, magnetismo o termostatica”. Estas palabras

probablemente pueden ser interpretadas como la repulsa de Riemann a toda teoria



de la "accién a distancia" en la ciencia fisica, en favor de la teoria del campo. En las
ultimas las propiedades fisicas del "espacio” que rodea una "particula cargada" son
el objeto de la investigacibn matematica. Riemann, en esta fase de su carrera,
parece haber creido en un "éter" que llena el espacio, concepcion ahora
abandonada, pero, como se aprecia en su obra excepcional sobre los fundamentos
de la Geometria, mas tarde buscd la descripcién y correlacion de los fenébmenos
fisicos en la Geometria del "espacio" de la experiencia humana. Es decir, rechaza,
como en la moda actual, el éter inobservable, como algo superfluo que no hace mas
que embrollar.

Fascinado por sus trabajos en el campo de la fisica, Riemann abandoné el lado
matematico puro durante cierto tiempo, y en el otofio de 1850 asistié al seminario
de fisica matematica fundado por Weber, Ulrich, Stern, y Listing. Los experimentos
fisicos en este seminario consumieron el tiempo que podria haber reservado para la
disertacion doctoral en Matematica, que Riemann no emprendié hasta que tuvo 25
anos.

Podemos recordar de pasada a uno de los directores del seminario Johann Benedict
Listing (1808 - 1882), pues probablemente influyé sobre los pensamientos de
Riemann para lo que habia de ser (1857) una de sus grandes conquistas, la
introduccion de los métodos topoldgicos en la teoria de funciones de variable
compleja.

Se recordara que Gauss profetizé que el analisis situs constituiria uno de los campos
mas importantes de la matematica, y Riemann, con sus invenciones en la teoria de
funciones, iba a cumplir en parte esta profecia. Aunque la topologia (antes llamada
Andlisis situs) que se desarroll6é al principio poca semejanza tiene con la complicada
teoria que actualmente absorbe todas las energias de una fecunda escuela puede
ser de interés recordar el trivial enigma que, al parecer inici6é la vasta e intrincada
teoria. En los tiempos de Euler existian siete puentes sobre el rio Pregel, en

Konigsberg, como muestra la figura.
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TIERRA

TIERRA

TIERRA

Euler propuso el problema de cruzar por los siete puentes sin pasar dos veces por
algunos de ellos. El problema es imposible.

Podriamos exponer en este lugar la forma de usar los métodos topoldgicos de
Riemann en la teoria de funciones, pero no hay manera de hacer una adecuada
explicacion en lenguaje no técnico. Para la significacion de "uniformidad" con
respecto a una funcién de una variable compleja debemos referirnos a lo dicho en el
capitulo sobre Gauss. Ahora, en la teoria de funciones abelianas, se presentan
inevitablemente funciones multiformes; una funcion de n valores de z es una
funciéon que, salvo para ciertos valores de z, toma precisamente n valores distintos
para cada valor asignado a z. llustrando la multiformidad, o la polivalencia, para
funciones de una variable real, notemos que y, considerada como una funcién de x,
definida por la ecuacién y? = x, tiene doble valor. Por tanto si x = 4, tenemos y* =

4, y por estoy = 2 6 - 2; si x es cualquier numero real, salvo cero o "infinito", y

tiene los dos distintos valores de -/x \Y% —’\E. En este ejemplo, el méas sencillo

posible, y y x estan relacionados por una ecuacién algebraica, o sea y* - x = 0.
Pasando inmediatamente a la situacion general, de la cual este es un caso especial,
discutiremos la funcién y de n valores, que se define como una funcién de x por la

ecuacion
P,(X)y" +P(X)y"" +..+ P (X)y+P, (x)=0

en la cual las P son polinomios en x. Esta ecuaciéon define y como una funciéon de n

valores de x. Como en el caso de y? - x = 0, existiran ciertos valores de x para los
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cuales dos o mas de estos valores n de y son iguales. Estos valores de x son los
Ilamados puntos de ramificacion de la funcion de n valores definida por la ecuacion.
Todo esto se extiende ahora a funciones de variables complejas, y la funcién w

(también su integral) definida por
Bzpw" + W™ +  + B (2)w+ B(2) = 0

en la cual z representa la variable compleja s + it, donde s, t son variables reales e i

= *«'{‘_1. Los valores n de w se llaman las ramas de la funcién w. Aqui debemos
referirnos (capitulo sobre Gauss) a lo que se dijo acerca de la representacion de
funciones uniformes de z. Supongamos que la variable z ( = s + it) traza un camino
en su plano, y supongamos que la funcién uniforme f(z) esté expresada bajo la
forma U + iV, donde U, V son funciones de s, t. Entonces, para cada valor de z
correspondera uno, y solo uno, valor para cada una de U, V, y, como z traza su
camino en el plano s, t, f(z) trazard un camino correspondiente en el plano U, V: el
camino de f(z) estarad unicamente determinado por el de z. Pero si w es una funcion
multiforme (polivalente) de z, tal que precisamente n valores diferentes de w estén
determinados por cada valor de z (salvo en los puntos de ramificacion donde varios
valores de w pueden ser iguales), entonces es obvio que un plano w ya no basta (si
n es mayor que 1) para representar el camino, la "marcha" de la funciéon w. En el
caso de una funcibn w de dos valores, tal como la determinada por w? = z se
necesitan dos planos w y, de un modo general, para una funcién de n valores (n
finita o infinita), hacen falta, precisamente, n de tales planos w.

Las ventajas de considerar funciones uniformes (de un valor) en lugar de funciones
de n valores (n mayor que 1) aparecen de modo manifiesto, aun para quien no sea
matematico. Lo que Riemann hizo fue esto: en lugar de los n planos w diferentes,
introdujo una superficie de n hojas, del tipo que brevemente describiremos después,
sobre la cual la funcidbn multiforme es uniforme, es decir, sobre la cual, a cada
"lugar" sobre la superficie corresponde un valor, y sélo uno de las funciones
representadas.

Riemann unié, por asi decir, todos los planos n en un plano Unico y logré esto

mediante un procedimiento que al principio puede parecer como una inversion de la
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representacion de las n ramas de la funciéon de n valores sobre n planos diferentes;
pero una detenida consideracion mostrara que, en efecto, restablecio la
uniformidad. Colocdé n planos, uno sobre otro; cada uno de estos planos, u hojas, se
asocia con una rama particular de la funcién, de modo que, en tanto que z se
mueve, en una hoja particular, la correspondiente rama de la funcién es recorrida
por w (la funcién de n valores de z en discusién), y como z pasa de una hoja a otra,
las ramas se cambian, una en otra, hasta que, habiendo recorrido la variable z
todas las hojas y habiendo vuelto a su posicidon inicial, la rama original se
restablece. El paso de la variable z desde una hoja a otra es efectuado por medio de
atajos (que pueden ser considerados como puentes rectos), que unen puntos de
ramificacion a lo largo de un determinado atajo que proporciona el paso de una hoja
a otra se imagina un "labio” de la hoja superior pegado o unido al labio opuesto de
la hoja inferior, y similarmente para el otro labio de la hoja, superior.

Esquematicamente, en seccidn transversal:

PUENTE

OJA SUPERIOR
& HOJA SUPERIOR

HOJA INFERIOR HOJA INFERIOR

Las hojas no estdn unidas por atajos al azar (que pueden ser trazadas en muchas
formas por determinados puntos de ramificacion), sino ligadas de modo tal que,
cuando z atraviesa su superficie de n hojas pasando desde una hoja a otra al
alcanzar un puente o atajo, el comportamiento analitico de la funcién de z es
descripto consecuentemente, en particular por lo que se refiere al intercambio de
las ramas consiguientes sobre la variable z, si estan representadas en un plano, que
rodean completamente un punto de ramificaciéon. A este circuito de un punto de
ramificacion del plano z Unico corresponde, sobre la superficie de Riemann de n
hojas, el paso desde una hoja a otra y el intercambio resultante de las ramas de la

funcion.
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Existen muchas formas en que la variable puede trasladarse a la, superficie de
Riemann de n hojas, pasando desde una hoja a otra. Para cada una de éstas
corresponde un intercambio particular de las ramas, de la funcién, que puede ser
simbolizado escribiendo, una tras otra, letras que denotan las diversas ramas
intercambiadas. En esta forma, tenemos los simbolos de ciertas sustituciones (como
en el capitulo XV) de n letras; todas estas sustituciones engendran un grupo que,
en algunos aspectos, explica la naturaleza de la funciéon considerada.

Las superficies de Riemann no son faciles de representar graficamente, y quienes
las usan se contentan con representaciones sistematicas de la conexién de las
hojas, de una forma semejante a como los quimicos escriben una férmula "gréafica"
de un complicado compuesto de carbono para representar en una forma
esquematica el comportamiento quimico del compuesto, pero sin que en modo
alguno supongan que representa la verdadera disposicion espacial de los &tomos en
el compuesto. Riemann hizo considerables progresos, particularmente en la teoria
de funciones abelianas, por medio de sus superficies y su topologia, siendo una
cuestion de este tipo conseguir que los atajos sean imaginados en forma tal que
hagan equivalente a un plano la superficie de n hojas. Pero los matematicos no
tienen mayor capacidad que cualquier otro mortal para imaginar complicadas
relaciones espaciales, siendo excesivamente raro que posean un alto grado de
"intuicion" espacial.

A principios de noviembre de 1851 Riemann presentd su disertacion doctoral,
Grundlagen fur eine allegemeine Theorie der Functionen ciner veranderlichen
complexen Grosse (Fundamentos para una teoria general de las funciones de una
variable compleja) a la consideracion de Gauss. Esta obra del joven maestro de 25
afos fue una de las pocas contribuciones modernas a la Matematica que desperto el
entusiasmo de Gauss, quien cercano ya a la muerte constituia una figura casi
legendaria. Cuando Riemann visitdé a Gauss después de que éste habia leido la
disertacion, el viejo maestro le comunicé que hacia afios que habia planeado un
tratado sobre el mismo tema. El informe oficial de Gauss a la Universidad de
Gottingen merece citarse como uno de los pocos casos en los que Gauss se expreso

claramente.
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"La disertacion presentada por Herr Riemann ofrece pruebas convincentes de que
ha realizado detenidas y penetrantes investigaciones en aquellas partes del tema
tratadas en la disertacibn, de que posee una mente creadora activa,
verdaderamente matematica y de que es duefio de una gloriosa y fecunda
originalidad. La presentacion es notable y concisa y en algunos puntos bella. La
mayoria de los lectores podria preferir mayor claridad en el orden. En conjunto es
una obra de valor substancial, que no sélo satisface las exigencias de las
disertaciones doctorales sino que las supera".

Un mes mas tarde Riemann dio su examen final, incluyendo la formalidad de una
"defensa" publica de su disertacion. Todo marchaba perfectamente, y Riemann
comenzo a tener la esperanza de lograr una posicion digna de su talento. "Creo que
he mejorado mis perspectivas con mi disertacion, escribia a su padre, espero
también aprender a escribir mas rapidamente y con mayor fluidez, especialmente si
frecuento la sociedad y si tengo probabilidades de pronunciar conferencias; por
tanto tengo un buen &animo". Se excusa también ante su padre de no haber
aspirado a una ayudantia vacante en el observatorio de Gottingen, pero como
supone va a ser "habilitado" como Privatdozent, el porvenir no le parece demasiado
negro.

Para su Habilitationsschrift Riemann pensé presentar una memoria sobre series
trigonométricas (series de Fourier), pero transcurrieron dos afios y medio antes de
que pudiera pasar desde instructor universitario no retribuido hasta recibir las
matriculas de los estudiantes por asistir a sus conferencias. Durante el otofio de
1852 Riemann aprovechd la presencia de Dirichlet en Gottingen, durante unas
vacaciones, y buscé su consejo para la memoria que tenia en embrién.

Dirichlet quedé cautivo por la modestia y el talento de Riemann. "A la mafiana
siguiente [después de una fiesta] Dirichlet estuvo conmigo durante dos horas,
escribia Riemann a su padre. Me facilitd las notas que necesitaba para mi trabajo de
habilitacién, que de otro modo me hubieran consumido muchas horas de estudio
laborioso en la biblioteca. Ley6é también mi disertaciéon y se mostré muy amistoso,
mucho mas de lo que yo pudiera esperar si considero la gran distancia que existe
entre nosotros. Espero que me recordard mas adelante". Durante esta visita de

Dirichlet realiz6 también excursiones con Weber y otros hombres de ciencia, y
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Riemann dice a su padre que estas pequefias escapadas le hicieron cientificamente
mayor beneficio que si hubiera pasado las horas inclinado sobre sus libros.

Desde 1853 (Riemann tenia entonces 27 afios) en adelante se dedicé intensamente
a la fisica matematica. A finales del afio habia terminado su trabajo, después de
muchas demoras debidas a su pasion, cada vez mayor, por la ciencia fisica.

Tenia aun que pasar por otro ejercicio antes de ser nombrado para el ansiado cargo.
Con este objeto present6 tres temas para que la Facultad escogiese, esperando que
la eleccibn recayera sobre uno de los dos primeros, en los que estaba
perfectamente preparado. Pero incautamente habia incluido, como tercer tema, una
cuestion en la que Gauss habia trabajado sesenta aflos o mas, los fundamentos de
la Geometria, y este tema no lo habia preparado. No hay duda de que Gauss sinti6
la curiosidad de ver como Riemann, con su gloriosamente fecunda originalidad,
atacaria el dificil tema. Con gran consternacion de Riemann, Gauss designo el tercer
tema para que demostrara ante la Facultad su habilidad como conferenciante.
"Estoy nuevamente sumido en la perplejidad, decia secretamente el imprudente
joven a su padre, porque tengo que ocuparme de este tema. He reanudado mis
investigaciones acerca de la relaciobn entre electricidad, magnetismo, luz y
gravitacion, y he progresado tanto que puedo publicar este estudio sin temor. Estoy
cada vez mas convencido de que Gauss ha trabajado en este tema durante afios, y
ha hablado acerca de él con algunos amigos,(Weber entre otros). Secretamente os
escribo, pues no quiero parecer arrogante, pero espero que aun no sea demasiado
tarde para mi y que obtendré el reconocimiento como investigador".

El esfuerzo de realizar dos investigaciones extraordinariamente dificiles
simultdneamente, mientras actuaba como ayudante de Weber en el seminario de
fisica matemaética, unido a los obstaculos de la pobreza produjeron en él un
derrumbe temporal. "He estado tan absorbido en mi investigacién sobre la unidad
de todas las leyes fisicas, que cuando me fue entregado el tema para mi
conferencia, no pude abandonar la investigaciéon. Luego, en parte como resultado de
las meditaciones, en parte debido a mi permanencia constante en lugares cerrados
durante esta mala estacién, cai enfermo; mis viejos males se repitieron con gran
frecuencia, y no pude continuar mi labor. Varias semanas mas tarde, al mejorar el

tiempo, comencé a sentirme mejor. Para el verano alquilé una casa con un jardin, y
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desde entonces mi salud no se ha alterado. Habiendo terminado dos semanas
después de Pascua una parte de mi trabajo, comencé a dedicarme a mi conferencia
y la terminé alrededor de Pentecostés [es decir en siete semanas]. Tuve alguna
dificultad para fijar la fecha de mi conferencia, y hasta crei que tendria que volver a
Quickborn sin haber logrado mi objeto. Gauss estd gravemente enfermo, y los
meédicos creen que su muerte es inminente. Estando demasiado débil para asistir a
mis pruebas, me pidi6 que esperase hasta agosto, creyendo que mejoraria su salud.
Luego, el viernes después de Pentecostés, decidid que la conferencia tuviera lugar al
dia siguiente a las 11,30. El sabado me sentia feliz con estos acontecimientos".

Este es el relato de Riemann respecto a su conferencia histdrica, que habria de
revolucionar la Geometria diferencial, y preparar el camino para la fisica
geometrizada de nuestra generacion. En la misma carta narra como realizé su labor
durante la Pascua. Weber y algunos de sus colaboradores "han hecho mediciones
muy exactas de un fendmeno que hasta entonces no habia sido investigado, la
carga residual en una botella de Leyden [después de la descarga se observa que la
botella no ha quedado completamente descargada]. Le comuniqué [a uno de los
colaboradores de Weber, Kohlrauch] mi teoria de este fenbmeno, que he elaborado
especialmente para este fin. He encontrado su explicacion mediante mis
investigaciones acerca de la relacidon entre electricidad, luz y magnetismo. Esta
cuestion era muy importante para mi, pues es la primera vez que he podido aplicar
mi trabajo a un fenédmeno aun desconocido, y espero que la publicacién contribuira
a que mi obra mas amplia sea recibida favorablemente".

La conferencia de prueba de Riemann (10 de junio de 1854) fue acogida tan cordial
como podia desear su caracter modesto. La preparaciéon de su conferencia le hizo
sudar sangre, pues estaba decidido a hacerla inteligible hasta para aquellos
miembros de la Facultad que tuvieran escaso conocimiento de Matematica. Aparte
de constituir una de las grandes obras maestras de la Matematica, el ensayo de
Riemann Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen. (Sobre las
hipotesis que sirven de fundamento a la geometria) es también perfecta en su
presentacion. Gauss estaba entusiasmado. "Contra la tradicion eligié el tercero de
los tres temas presentados por el candidato deseando ver como esa dificil cuestion

era tratada por un hombre tan joven. Su sorpresa fue mas alld de todas sus
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esperanzas, y al volver de la reunién de la Facultad manifesté a Wilhelm Weber su
mas alta estima por las ideas presentadas por Riemann, hablando con un
entusiasmo que era raro en Gauss". Lo poco que puede decirse en este lugar acerca
de esta obra maestra sera reservado para la conclusion de este capitulo.

Después de una temporada de reposo en Quickborn, en compafiia de su familia,
Riemann volvié en septiembre a Gottingen, donde preparé apresuradamente una
conferencia (dedicando a este trabajo las noches para poder tenerla terminada),
que debia ser pronunciada en una reunién de hombres de ciencia. Su tema era la
propagacion de la electricidad en los no conductores. Durante el afio continué sus
investigaciones en la teoria matemaética de la electricidad, y preparé un trabajo
sobre los anillos coloreados de Nobili. Refiriéndose a este estudio escribia a su
hermana lda: "Este tema es importante, porque se pueden hacer mediciones muy
exactas en relaciéon con él, y comprobar las leyes de acuerdo a las cuales la
electricidad se mueve".

En la misma carta (9 de octubre de 1854) expresa su ilimitado goce por el triunfo
de su primera conferencia académica, y su gran satisfaccion por el inesperado gran
ndmero de oyentes. jHabian venido a oirle ocho estudiantes! Riemann suponia que
no llegarian a dos o tres. Alentado por esta inesperada popularidad Riemann
escribia a su padre: "He sido capaz de mantener regularmente mis clases. Mi
primera desconfianza ha ido disminuyendo cada vez mas, y me he habituado a
pensar mas en los oyentes que en mi mismo y a leer en sus expresiones si debo
pasar a otros puntos o explicar mas detenidamente la cuestion".

Cuando Dirichlet sucedié a Gauss en 1855, los amigos de Riemann solicitaron de las
autoridades universitarias el nombramiento de éste como profesor ayudante, pero
las finanzas de la Universidad no eran muy abundantes. De todos modos, le fue
concedido un sueldo equivalente a doscientos doélares por afio, preferible a la
inseguridad de las matriculas de media docena de estudiantes voluntarios. Su futuro
le apesadumbraba, y cuando perdié a su padre y a su hermana Clara, no siéndole
ya posible trasladarse a Quickborn durante las vacaciones Riemann se entristeci6
profundamente. Sus tres restantes hermanas fueron a vivir con el otro hermano,
que era empleado de correos de Bremen, cuyo sueldo era principesco al lado de la

posicion econdmica del matematico.
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Al siguiente afio (1856; Riemann tenia entonces 30 afios), las perspectivas se
aclararon un poco. Era imposible el desaliento para un genio creador como
Riemann, en tanto pudiera disponer de los exiguos medios para seguir viviendo. A
este periodo pertenece parte de su obra caracteristicamente original sobre las
funciones abelianas, sus trabajos clasicos sobre las series hipergeométricas (véase
el capitulo sobre Gauss) y las ecuaciones diferenciales, de gran importancia en la
fisica matemaética, sugeridas por estas series. En esas obras Riemann sefiala nuevas
direcciones. Su capacidad de generalizacién, su notable intuiciéon en la forma de
abordar los problemas, constituian caracteristicas de este autor. Sus trabajos
absorbieron todas sus energias e hicieron felices sus horas, a pesar de las tristezas
materiales; posiblemente este fatal optimismo era propio de la tuberculosis que ya
se indicaba.

Las investigaciones de Riemann en la teoria de funciones abelianas difiere tanto de
los estudios de Weierstrass como la luz de la Luna difiere de la luz del Sol. La
manera como abordaba los problemas Weierstrass era metddica, exacta en todos
sus detalles, como el avance de un ejército perfectamente disciplinado bajo el
mando de un general que prevé todas las contingencias. Riemann, en cambio,
abarcaba todo el campo, sin cuidarse de los detalles, contentdndose con reconocer
las posiciones clave en la topografia general. EIl método de Weierstrass era
aritmético, el de Riemann geométrico e intuitivo. Decir que uno es mejor que otro
carece de sentido, pues ambos no pueden ser examinados desde un punto de vista
comun.

El exceso de trabajo y la falta de comodidades provocé en Riemann un derrumbe
nervioso cuando tenia 30 afios, y el joven se vio forzado a trasladarse durante
algunas semanas, con un amigo, a la regiébn montafiosa de Hartz, donde fue
visitado por Dedekind. Los tres realizaron largos viajes por las montafas, Yy
Riemann se restablecié pronto. Librado del esfuerzo de los deberes académicos,
Riemann entretenia a sus comparfieros con su excelente humor. Entre ellos hablaban
de sus problemas, como acostumbran a hacerlo, cuando se reunen, los juristas, los
meédicos o los hombres de negocios. Una tarde, después de una fatigosa caminata,
Riemann aludi6é a la vida de Newton, de Brewster, hablando de la carta de Bentley,

en la cual Newton mismo afirma la imposibilidad de la accién a distancia sin la
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intervencién de un medio. Esta afirmacién produjo el entusiasmo de Riemann,
inspirandole una espontanea conferencia. En la actualidad, el "medio" que Riemann
defendia no es el éter luminifero, sino su propio "espacio curvado", o su reflexién en
el espacio-tiempo de la relatividad.

Al fin, en 1857, teniendo 31 afios, Riemann obtuvo el cargo de profesor ayudante.
Su sueldo era el equivalente a 300 ddélares por afio, pero como no estaba habituado
a la riqueza, le bastaba. Pero entonces se produjo un verdadero desastre: su
hermano murid, y desde entonces tuvo que cuidar de sus tres hermanas. Tocaban
exactamente a 75 ddlares al afio por cabeza. No hay, pues, que sorprenderse de
que contrajera una tuberculosis. Sin embargo, el Sefior que tan generosamente se
mostrd, pronto alivié a Riemann de la carga de su hermana menor, Marie, de modo
que el ingreso individual podia calcularse en 100 ddlares por afio y persona. Si las
raciones tenian que ser escasas, el carifio era abundante, y Riemann se veia mas
que pagado de sus sacrificios por la devocién de sus hermanas, que le alentaban en
su trabajo. El Sefor parece haber sabido que si algin mortal necesita aliento, el
pobre Riemann no era el que menos lo necesitaba.

En 1858 Riemann escribié su trabajo sobre electrodinamica, del cual comunica a su
hermana lIda el siguiente comentario: "Mi descubrimiento relacionado con la intima
conexion entre electricidad y luz lo he dedicado a la Real Sociedad [de Gdéttingen].
Por lo que he oido, Gauss ide6 otra teoria, respecto a esta intima relaciéon, diferente
de la mia, y la comunicé a sus intimos amigos. Sin embargo, estoy plenamente
convencido de que mi teoria es la exacta, y que en pocos afios serad reconocida
como tal." Como es sabido Gauss pronto retir6 su memoria y no la publicé;
probablemente no estaba satisfecho de ella. Parece que Riemann fue demasiado
optimista; pues es la teoria electromagnética de Clerk Maxwell la que hoy se
admite, en los fendbmenos macroscoépicos. El presente estado de las teorias de la luz
y del campo electromagnético es demasiado complicado para ser descripto en este
lugar; bastara afiadir que la teoria de Riemann fue desechada.

Dirichlet muri6é el 5 de mayo de 1859. Siempre aprecié a Riemann e hizo cuanto
pudo para ayudar al joven en sus luchas. El interés de Dirichlet, que habia
aumentado rapidamente la reputacién de Riemann fue la causa de que el gobierno

nombrase a éste como sucesor. En consecuencia, a los 33 afios Riemann fue el
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segundo sucesor de Gauss. Para aliviar sus dificultades econdmicas, las autoridades
universitarias le permitieron residir en el Observatorio, como Gauss habia hecho. El
reconocimiento sincero, el elogio de los matemaéticos, que aunque mas viejos que él
eran en cierto grado sus rivales, no se hizo esperar. En una visita a Berlin fue
felicitado por Borchardt, Kummer, Kronecker, y Weierstrass. Las Sociedades doctas,
incluyendo la Sociedad Real de Londres y la Academia Francesa de Ciencias, le
honraron nombrandole miembro, y en poco tiempo obtuvo todas las distinciones
que puede recibir un hombre de ciencia. Una visita a Paris, en 1860 le permitio
conocer a los principales matemaéticos franceses, particularmente a Hermite, cuya
admiracién por Riemann era ilimitada. Dicho afio es memorable en la historia de la
fisica matematica, por ser aquel el que Riemann comenzé a trabajar intensamente
sobre su memoria Uber eine Frage der Warmeleitung. (Sobre una cuestion de la
conduccion del calor), en la que desarrolla toda la cuestion de las formas
diferenciales cuadraticas (que serd mencionada en relaciéon con la ,obra de Riemann
sobre los fundamentos de la Geometria), que es basica en la teoria de la relatividad.
Sus problemas materiales habian mejorado considerablemente con su
nombramiento de profesor titular, y Riemann pudo casarse cuando tenia 36 afios.
Su mujer, Elise Koch, era amiga de sus hermanas. Un mes después de su
matrimonio Riemann cay6 enfermo (julio de 1862), con pleuresia. Una curaciéon
incompleta dio lugar a la tuberculosis. Amigos influyentes pidieron al gobierno que
concediera a Riemann los fondos necesarios para que convaleciera en el suave clima
de Italia, donde permanecié aquel invierno. La primavera siguiente, en su viaje de
regreso a Alemania, pudo visitar los tesoros de arte de muchas ciudades italianas.
Este fue el breve verano de su vida.

Lleno de esperanza dejoé su amada Italia, pero volvidé a caer gravemente enfermo al
llegar a Gottingen. En el viaje de regreso se habia cuidado muy poco, y durante un
paseo por la nieve sufrié un grave enfriamiento. El siguiente agosto (1863) volvi6 a
Italia, deteniéndose primero en Pisa donde nacié su hija lda, (llamada asi en
recuerdo de su hermana mayor). El invierno fue excepcionalmente crudo y el rio
Arno se congel6. En mayo se traslad6é a una pequefia villa en los suburbios de Pisa.
Alli murié su hermana menor Helene, y su enfermedad, complicada con ictericia, se

hizo cada vez mas grave. Con gran pesar se vio obligado a rechazar la catedra que
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le ofreci6 la Universidad de Pisa. La Universidad de Go&ttingen le concedi6
generosamente permiso para permitirle pasar el invierno en Pisa rodeado por sus
amigos, los matematicos italianos. Pero nuevas complicaciones le hicieron volver al
hogar, y después de haber buscado vagamente la salud en Liorna y Génova,
regresd en octubre a Gottingen, donde pas6 un invierno tolerable.

Durante toda esta época trabajé cuanto pudo. En Géttingen expresé muchas veces
el deseo de hablar con Dedekind de las obras que no habia completado, pero jamas
se sintié lo suficientemente fuerte para realizar la visita. Uno de sus ultimos
proyectos fue trabajar sobre la mecanica del oido, estudio que dejé incompleto.
Esperaba terminar este trabajo, asi como algunos otros, que consideraba de gran
importancia, y en un final intento de recobrar su vigor volvié a Italia.

Sus ultimos dias pasaron en una villa, en Selasca, a orillas del Lago Mayor.
Dedekind cuenta como murié su amigo: "Sus fuerzas declinaban rapidamente, y
sentia que su fin estaba proximo. El dia antes de su muerte trabajaba bajo una
higuera, el alma henchida de gozo en el glorioso paisaje que se extendia alrededor
de él... Su vida se deslizaba suavemente sin lucha ni agonia. EI enfermo parecia
seguir con interés la separacion del alma y del cuerpo; su mujer le daba pan y
vino... él le decia. Besa a nuestra hija. Ella repetia el Padrenuestro, que el
moribundo era incapaz de repetir; en las palabras “Perdénanos nuestras deudas”, él
la mird carifiosamente; la mujer sintié su mano cada vez mas fria entre las de ella,
y después de algunos suspiros, su puro y noble corazén dejé de latir. La suave
mente forjada en la casa de su padre, permanecié durante toda su vida, y sirvido a
su Dios con tanta fidelidad como su padre habia hecho, pero de modo diferente".
Riemann murié en plena gloria de su genio maduro, el 20 de julio de 1866, teniendo
39 afos. La inscripcion sobre su lapida costeada por sus amigos italianos, termina
con las palabras "Denen die Gott lieben miuissen alle Dinge zum Besten dienen"
(Aquellos que aman a Dios deben servirse de todas las cosas del mejor modo).

La grandeza de Riemann como matematico reside en su poderosa capacidad de
generalizacion y en el alcance ilimitado de los métodos y nuevos puntos de vista
que descubrié tanto en la Matematica pura como en la Matematica aplicada. Los
detalles jamas le importaron, y apreciaba el conjunto de un vasto problema en la

forma de una unidad coherente. Hasta en las notas fragmentarias; en los proyectos
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incompletos, muestra la novedad, y nos permite pensar que Riemann murié mucho
antes de haber realizado toda su labor. En este lugar tan s6lo podemos hablar de
una de sus grandes obras maestras, la memoria de 1854 sobre los fundamentos de
la Geometria, y aunque no pudo ser facil a Clifford utilizarla simplemente para
proponer otra Geometria, citaremos su audaz trabajo de 1870 (On the space -
theorie of matter) sobre la teoria-espacio de la materia como una introduccion
singularmente profética al cuerpo y al espiritu de la Geometria de Riemann.
Clifford no era un plagiario servil, sino un hombre con un talento brillantemente
original, del cual podia decirse, como Newton dijo de Cotes: "De haber vivido,
podriamos haber conocido alguna cosa". El lector que esté familiarizado con algunas
de las mejores vulgarizaciones de la fisica relativista y de la teoria ondulatoria de
los electrones reconocera varias curiosas anticipaciones de las teorias corrientes en
la breve profecia de Clifford.
"Riemann ha demostrado que existen diferentes tipos de lineas y superficies, de
modo que existen tipos diferentes de espacio de tres dimensiones; y s6lo por la
experiencia podemos descubrir a cuél de estos tipos pertenece el espacio en que
vivimos. En particular, los axiomas de la geometria plana son exactos dentro de los
limites del experimento sobre la superficie de una hoja de papel, y sin embargo,
sabemos que la hoja esta realmente cubierta de cierto nimero de pequefias arrugas
y surcos, sobre los cuales (no siendo cero la curvatura total) estos axiomas no son
verdaderos. Analogamente, dice dicho autor, aunque los axiomas de la Geometria
del espacio son verdaderos dentro de los limites del experimento para porciones
finitas de nuestro espacio, no hay razén para concluir que son ciertos para
porciones muy pequefas, y si una ayuda puede ser obtenida de este modo para la
explicacion de los fendmenos fisicos, podemos tener razones para concluir que no
son ciertos para porciones muy pequefas del espacio.
"Deseo aqui indicar una forma en que estas especulaciones pueden ser aplicadas a
la investigacion de los fenédmenos fisicos. Mantengo, en efecto:

1. Que pequefas porciones del espacio son de hecho de una naturaleza analoga

a pequefias colinas en una superficie que esta sobre la llanura, o sea que las

leyes ordinarias de geometria no son validas en ellas.
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2. Que esta propiedad de estar curvada o deformada pasa continuamente
desde una porcién del espacio a otra a la manera de una onda.

3. Que esta variacién de la curvatura del espacio es lo que realmente tiene
lugar en ese fendmeno que llamamos el movimiento de la materia, sea
ponderable o etérea.

4. Que en el mundo fisico no tiene lugar otra cosa que esta variacion, sujeta

(posiblemente) a la ley de continuidad.

"Me he esforzado en una forma general para explicar las leyes de la doble refraccion
basandome en esta hipétesis, pero aun no he llegado a resultados suficientemente
decisivos para ser publicados".

Riemann crey6 también que su nueva Geometria seria de importancia cientifica,
segun lo muestra la conclusién de su memoria.

"Por tanto la realidad que yace bajo el espacio debe formar una variedad
discontinua, o debemos buscar el fundamento de sus relaciones métricas fuera de
él, en fuerzas de unidon que sobre él actuan.

"La respuesta a estas cuestiones tan soélo pueden ser logradas partiendo de la
concepcion de fendmenos que hasta ahora han sido comprobados por la
experiencia, y que Newton acepta como un fundamento, y haciendo en esta
concepcion los cambios sucesivos requeridos por los hechos que no puede explicar".
Luego sigue diciendo que investigaciones como las suyas, que parten de nociones
generales, "pueden ser Utiles para impedir que este trabajo se vea obstaculizado
por conceptos demasiado estrechos, y que el progreso del conocimiento de la
interdependencia de las cosas sea frenado por prejuicios tradicionales.

"Esto nos lleva al dominio de otra ciencia, el de la fisica, en la que el objeto de este
trabajo no nos permite penetrar hoy".

La obra de Riemann de 1854 ilumind la Geometria con una nueva luz. La Geometria
que él imagina es no euclidiana, no en el sentido de Lobatchewsky y Johann Bolyai,
ni tampoco en el de la elaboracion de Riemann de la hipotesis del angulo obtuso
(explicada en el capitulo XVI), sino en un sentido mas comprensivo, dependiente del
concepto de medida. Considerar las relaciones de medida como el nervio de la

teoria de Riemann es cometer una injusticia. La teoria contiene mucho méas que una
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aprovechable filosofia de la medida; pero ésta es una de sus principales
caracteristicas. Ningun péarrafo de la concisa memoria de Riemann sintetiza lo que
hay en ella; de todos modos intentaremos describir algunas de sus ideas basicas, y
elegiremos tres: el concepto de multiplicidad, la definicion de distancia y la nocién
de curvatura de una multiplicidad.

Una multiplicidad es una clase de objetos (al menos en la Matematica comun) tal
que cualquier miembro de la clase puede ser completamente especificado
asignandole ciertos numeros, en un orden definido, que corresponden a propiedades
"numerables” de los elementos, correspondiendo la asignacion en el orden dado a
un orden preasignado de las propiedades "numerables”. Aunque se conceda que
esto pueda ser hasta menos comprensible que la definicibn de Riemann, es, de
todos modos, una base de trabajo desde la cual partir, y a todo lo que se llega en la
Matematica es a esto: una multiplicidad es una serie de n-ples"” ordenada de
ndameros (X1, X2, ..., Xp) donde los paréntesis, indican que los niumeros Xi, X2, ..., Xn
se han de escribir en el orden dado. Dos de tales n-ples, (X1, X2, ..., Xn) Y (Y1, Y2, ...,
Yn) son iguales cuando, y s6lo cuando los niumeros correspondientes en ellos son
respectivamente iguales, o sea cuando, y soOlo cuando, X; = Y1, X2 = Y2, .. Xn = Yn.

Si precisamente n numeros se presentan en cada uno de estos n-ples en la
multiplicidad, se dice que la multiplicidad serd de n dimensiones. Asi tenemos que
volver a las coordenadas de Descartes. Si cada uno de los niumeros (Xi, X2, ..., X,) €S
un entero positivo, cero 0 negativo, o0 si es un elemento de cualquier serie
numerable (una serie cuyos elementos pueden ser contados 1, 2, 3 ... ), y si lo
mismo ocurre para cualquier n-ple en la serie, se dice que la multiplicidad es
discontinua. Si los numeros Xi;, X2, .., Xn, pueden tomar valores continuamente
(como en el movimiento de un punto a lo largo de una linea) la multiplicidad es
continua.

Esta definicion ha pasado por alto deliberadamente, la cuestion de si la serie de n-
ples ordenada es "la multiplicidad”, o si alguna cosa "representada por" esta es "la
multiplicidad". Asi, cuando decimos que (X,y) son las coordenadas de un punto en
un plano, no preguntamos lo que es "un punto en un plano”, sino que procedemos a
actuar con estas parejas ordenadas de numeros X,y), donde X,y toman todos los

valores reales independientemente. En cambio, puede algunas veces ser ventajoso
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fijar nuestra atencion sobre lo que representa un simbolo como (X,y). Por ejemplo,
si X es la edad en segundos de un hombre e y su altura en centimetros, podemos
estar interesados en el hombre (o la clase de todos los hombres), mas bien que en
sus coordenadas, con las cuales esta relacionada tan soélo la Mateméatica de nuestra

pesquisa. En este mismo orden de ideas, la Geometria ya no se refiere a lo que el

"espacio" “es”, si "es" significa o no algo en relacion al "espacio”. El espacio, para
un matematico moderno, es simplemente una multiplicidad, nimero del tipo antes
descripto, y esta concepcion del espacio se deriva de las "multiplicidades" de
Riemann.

Pasando a la medida, Riemann afirma que "la medida consiste en una superposicion
de las magnitudes que han de ser comparadas. Si esto falta, las magnitudes pueden
ser comparadas tan sdélo cuando una es parte de otra, y entonces sélo se puede
decidir acerca del mas o el menos, pero no del cuanto". Puede decirse de pasada
que una teoria consecuente y Util de la medida es actualmente un deseo urgente en
la fisica tedrica, particularmente en todas las cuestiones donde son de importancia
los cuantos y la relatividad.

Descendiendo una vez mas desde las generalidades filoséficas a la, Matematica
menos mistica, Riemann procedié a establecer una definicion de distancia, basada
en su concepto de medida, que ha sido extraordinariamente fructifera en fisica y en

matematica.

El teorema pitagodrico

a2=b?+c%o

2 2
i =alh" +¢

donde a es la longitud de la diagonal de un rectangulo y b, c las longitudes de los

dos lados, es la formula fundamental para la medida de distancias en un plano.

¢Como extenderemos esta férmula a una superficie curva?
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A las lineas rectas del plano corresponden geodésicas (véase capitulo XI1V) de la
superficie; pero en una esfera, por ejemplo la proposicion pitagdrica no es cierta
para un triangulo rectangulo formado por geodésicas. Riemann generalizé el
teorema de Pitagoras para cualquier multiplicidad del siguiente modo:

Supongamos que
(X1, X2, oy Xn), (X1 + X'1, X2 + X2, ...y Xn+X'n)

son las coordenadas de dos "puntos" de la multiplicidad que estan "infinitamente
préximos" uno de otro. Para nuestro propdsito la significacion de "infinitamente
proximo" es que las potencias superiores a la segunda de x’1, X'z, ..., X’n, que miden
la separacion de los dos puntos en la multiplicidad, se pueden despreciar. Por
sencillez estableceremos la definicion cuando n = 4 que da la distancia entre dos
puntos préximos en un espacio de cuatro dimensiones: la distancia es la raiz

cuadrada de

] ] ] o2
gn%x tExpXy Y 8% tEaxy *
' I ' I ' '
tEpX Ay T EX A Y Eunx, t

' ' ' '
tEpXyXs Y EuXaxy t

' '
t By

en las que los 10 coeficientes gi1,..., 34 Son funciones de X;, X2, X3, X4. Para valores

particulares de las g, se define un "espacio". Asi, podemos tener
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g1 = 1,

g =1,
O3z = 1,
gaa = 1,

y todas las restantes g cero; o podemos considerar un espacio en el cual todas las
g, salvo 944 Y 934 fueran cero, y asi sucesivamente. Un espacio considerado en
relatividad es de este tipo general, en el que todas las g salvo ga44 Y gz4 SON cero, y
existen ciertas expresiones simples que abarcan x;, Xz, X3, Xp-

En el caso de un espacio n-dimensional la distancia entre puntos préximos se define

en una forma similar; la expresion general contiene
2 n(n + 1) términos.

Una vez dada la férmula pitagérica generalizada para la distancia entre puntos
proximos es un problema de Célcalo integral encontrar la distancia entre dos puntos
cualesquiera del espacio. Un espacio cuya métrica (sistema de medida) se define
por una férmula del tipo descripto se llama riemanniano.

La curvatura, segun la concibe Riemann (y antes de él Gauss; véase capitulo sobre
este ultimo), es otra generalizacion de la experiencia comun. Una linea recta tiene
curvatura cero; la "medida" de la cantidad en que una linea curva se separa de la
recta puede ser la misma para cualquier punto de la curva, como ocurre para un
circulo), o puede variar de un punto a otro de la curva, cuando se hace necesario
ademas expresar la "cantidad de curvatura"” empleando infinitésimos. Para las
superficies curvas, la curvatura se mide similarmente por la desviacion de un plano
que tiene curvatura cero. Esto puede ser generalizado y precisado algo mas del
siguiente modo. Por simplicidad planteamos primero la situacién para un espacio
bidimensional, o sea para una superficie como nosotros imaginamos ordinariamente

las superficies. Es posible partiendo de la formula

2 ]

Eu% TEnXX tEx%
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que expresa (como antes) el cuadrado de la distancia entre puntos préximos sobre
una superficie dada (determinada cuando las funciones gii1, gi2, J22 son dadas),
calcular la medida de Ila curvatura de cualquier punto de la superficie
completamente en funcién de gi1, gi2, g22. Ahora bien, en el lenguaje ordinario,
hablar de la curvatura de un espacio de mas de dos dimensiones es decir algo sin
significacion. De todos modos, Riemann, generalizando los conceptos de Gauss,
procedi6 en la misma forma matematica para construir una expresion que
comprende todas las g en el caso general de un espacio n-dimensional, que es
matematicamente del mismo tipo que la expresion gaussiana para la curvatura de
una superficie, y esta expresion generalizada es lo que llamé la medida de la
curvatura del espacio. Es posible mostrar representaciones visuales de un espacio
curvo de mas de dos dimensiones, pero tales ayudas a la perfecciéon son tan Utiles
como puedan ser un par de muletas rotas para un hombre que no tenga piernas,
pues no afiade nada a la comprensiéon y son matematicamente inutiles.

¢Por qué realizé6 Riemann toda esta labor y qué beneficios ha reportado? No
intentaremos responder a lo primero, salvo decir que Riemann hizo lo que hizo
porgue su demonio le impuls6é. Y brevemente enumeraremos algunas de las
ventajas que se han obtenido de la revolucion llevada a cabo por Riemann en el
pensamiento geométrico. En primer término llevé la creacion de "espacios" y
"geometrias" en numero ilimitado para fines especificos, uso en la dinamica o en la
geometria pura, o en la ciencia fisica, dentro de las capacidades de los gedmetras
profesionales, y reunié enorme numero de teoremas geométricamente importantes
formando grupos compactos, que pueden ser tratados mas facilmente en su
conjunto. En segundo término aclaré nuestro concepto del espacio, al menos en
tanto que los matemaéticos se ocupen del "espacio”, y despojo a esa nulidad mistica
llamada espacio de su ultima sombra de misterio. Las ensefianzas de Riemann han
mostrado a los matematicos a desconfiar de cualquier Geometria o de cualquier
espacio como una forma necesaria de percepcion humana. Fue el dltimo clavo en el
ataud del espacio absoluto y el primero en el de los "absolutos" de la fisica del siglo
XIX.

Finalmente, la curvatura que Riemann definié, los procesos que ided para la

investigacion de las formas diferenciales cuadraticas (las que dan la férmula para el
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cuadrado de la distancia entre puntos préximos de un espacio de cualquier namero
de dimensiones), y su reconocimiento de que la curvatura es un invariante (en el
sentido técnico explicado en los capitulos anteriores), encuentran sus
interpretaciones fisicas en la teoria de la relatividad. Si ésta ha llenado o no su
formula final es otra cuestion; desde la relatividad, nuestro concepto de la ciencia
fisica no es el que era antes. Sin la obra de Riemann esta revolucién en el
pensamiento cientifico hubiera sido imposible, a no ser que algun hombre hubiera

creado posteriormente los conceptos y los métodos matematicos que Riemann cred.
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