Miguel Galo Fernandez

TEMA I - PROBABILIDAD

INTRODUCCION

Hay dos tipos de fenémenos:

a) Fenémenos deterministas, cuyo resultado se puede conocer sin necesi-
dad de experimentacion.

b) Fenomenos aleatorios en los que para conocer su resultado necesitamos
experimentarlo. Por ejemplo, si lanzamos una moneda al aire no podremos
augurar el resultado hasta que no se realice el experimento.

Espacio muestral

Llamamos espacio muestral de un experimento aleatorio E al conjunto 2
formado por todos los resultados posibles en el experimento. A cada uno de
estos resultados se le llama suceso. Hay dos tipos de sucesos:

e Sucesos elementales, cuando no se pueden descomponer en otros mas
simples. Por ejemplo si el experimento es lanzar un dado, A=" obtener el n°

2 " es un suceso elemental.

e Sucesos compuestos, cuando se pueden descomponer en otros mas

simples. Por ejemplo,si el experimento es lanzar un dado y A= " obtener n°
par " entonces A = A; U Ay U A3, donde A; = " obtener n® 2" , Ay ="
obtener n° 4" , A3 =" obtener n° 6" .

OPERACIONES CON SUCESOS

Suceso contrario o suceso complementario

Dado un suceso A, se define su suceso contrario o complementario como
aquel que se verifica si no se cumple A. Se representa por A o bien por A°.
Por ejemplo si A = " obtener puntuacién mayor que 2" , entonces A = "
obtener puntuaciéon menor o igual que 2 "

Suceso seguro

Es aquel que se verifica siempre. Se representa por E.
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Suceso imposible

Es aquel que no se verifica jamas. Se representa por ¢. Es evidente que
E=¢yqueop=F

Unién o disyunciéon de sucesos

Dados los sucesos A y B, se define su unién como un nuevo suceso que
representamos por AU B y que se verifica si se cumple A o se cumple B.

Intersecciéon o conjunciéon de sucesos

Dados los sucesos A y B, se define su interseccién como un nuevo suceso
que representamos por AN B y que se verifica si se cumplen A y B simulté-
neamente.

Diferencia de sucesos

Dados dos sucesos A y B, se define su diferencia como un nuevo suceso
que representamos por A-B (se lee A y no B) verificandose si se cumple A y
no se cumple B.

Proposiciéon

Se verifica que A— B=ANB

Demostracion:
re A B
Vre A— B <~ Y —zrxeANB
r¢ B

Diferencia simétrica de sucesos

Dados los sucesos A y B, se define su diferencia simétrica como un nuevo
suceso que representamos por AAB que se verifica si ocurre A o B pero no
ambos a la vez. De la definicién se desprende esta propiedad:
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Proposicion:
e A AB=(AUB)—-(ANB)
e AAB=(ANB)U(ANB)

Inclusién de sucesos

Dados los sucesos A y B, se dice que A esta contenido en B y se repre-
senta por A C B si siempre que se verifique a se cumple B. Por ejemplo,
en el lanzamiento de un dado sean los sucesos A = sacar 2, B = sacar par.
Entonces AC B.

Como es de suponer, la unién e interseccion de sucesos tienen las mismas
propiedades que la de conjuntos.

PROPIEDADES DE LA UNION E INTERSECCION DE
SUCESOS

Para cualesquiera sucesos A, B y C se verifica:

UNION INTERSECCION
AUB=BUA ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUC) (ANB)NC=AnNn(BNC)
AUA=A ANA=A
AU(ANB)=A AN(AuB)=A
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AUgp=A ANE=A
(AuUB)=ANB (ANB)=AUB

De las 14 propiedades anteriores, todas son muy intuitivas y faciles de
demostrar. Tal vez la tinica que entrane alguna dificultad sea la ley de Morgan
(la ultima). Si asimilamos las ideas de suceso y conjunto, para demostrar que
dos sucesos A y B son iguales se emplea la doble inclusion, es decir que si
quiero demostrar que A = B lo haré en dos pasos, demostrando que A C By
que BCA.SiACByBCA= A= B . Vamos a demostrar, por ejemplo,
que AUB=ANB
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a) Demostraremos primero que AU B C AN B:

x¢ A reA o
Vie AUB=2¢ AUB < 0 = y =rxec€ANB
r¢ B r€B

Hemos probado, hasta el momento, que Va € AUB = x € AN B esto
quiere decir que AUB C ANB

b)Ahora vamos a demostrar que AN B C AU B:

o reA r¢ A
Vee ANB = Yy = 0 <—r¢ AUB=2xc AUB
r€B r¢ B

Por tanto hemos probado que ANB C A U B. Si aplicamos la doble inclusion
queda probada esta ley de Morgan.

Definicion: algebra de sucesos.- Sea {2 un espacio muestral y A C €2
un subconjunto de sucesos. Se dice que A es un algebra de sucesos si se ve-
rifican las dos propiedades siguientes:

) VAcA=Ac A

ii)VA,Be A= AUBec A

Lo que caracteriza entonces a un algebra de sucesos es que es un conjunto
cerrado para las operaciones suceso contrario y union de sucesos (esto quiere
decir que si un suceso pertenece al algebra, su contrario también pertenece y
que si dos sucesos pertenecen al algebra, su unién también pertenece). De la
definicién de algebra de sucesos se pueden deducir las siguientes propiedades:

°QeA

Demostracién:

Sea A€ A, entonces Ac A= AUA=0Qc A

22¢pe A
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Demostracion:
ComoQeA=Q=0pc A
VA Be A= ANBec A
Demostracion:

Sean A, Bc A= A _EA_#ZUEEA#ZUEEA. Si aplicamos
la ley de Morgan AUB=ANB=ANBc A

)

4° 8i Ay, Ag, ..., An € A entonces:

OAz’ eA
=1

Demostracion:

Vamos a recordar el principio de inducciéon. Sea p una propiedad que
depende del nimero natural n. Si comprobamos que p es cierta para n=1,
n=2, suponemos que p es cierta para n = k y demostramos que p se verifica
para n = k-+1, entonces p es cierta Vn € N. Aplicamos a esta propiedad
el principio de inducciéon. Para n = 2 la propiedad es cierta por definicion
de algebra de sucesos: si A, Ay € A = Ay U Ay € A. Suponemos que la
propiedad es cierta para n = K, es decir que se verifica:

AL Ag, oy Ake A= AJUAULLUA e A
Vamos demostrar la propiedad para n = k+1, es decir:
ATUAU....UALUA €A
Si aplicamos la propiedad asociativa tenemos que:

AfUA U UALUA = (AAUA UL UAL) UAR, =BUAg 1 €A

. J

suceso B perteneciente a A

50 si Ay, A, ..., An € A entonces:
(Aic A
i=1

5
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Esta propiedad se demuestra de forma similar a la propiedad 4°.
Observacioéon:

Se podria dar una definicién equivalente de algebra de sucesos del siguien-
te modo. se dice que A es un dlgebra de sucesos si:

H)VAe A= Aec A
ii)VA,Be A= ANBec A

A partir de esta tdltima definicién se podrian demostrar, de igual for-
ma, todas las propiedades anteriores. La tnica propiedad que cambia es la
propiedad 3° que dirfa VA, B € A = AU B € Ay se demostraria asi:

Aec A o
VABeA=4¢ vy = ANBec A
BeA

Definicion: c—algebra de sucesos

Es una extension del concepto de algebra de sucesos, se exige que si un
conjunto infinito de sucesos pertenece a A, la unién infinita también perte-
nezca a A, de forma mas rigurosa, sea {2 un espacio muestral, A C € un
subconjunto. Se dice que A es una o—éalgebra de sucesos si se verifican estas
dos propiedades:

)VAeA=Aec A

ii) Si {A;1<i<n € A entonces:

Uea [Jea
=1 =1
CONCEPTO DE PROBABILIDAD

La probabilidad de un suceso nos da una medida que nos informa de la
posibilidad de que ocurra el suceso. Hay dos formas de dar una definiciéon de
probabilidad:
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a) Probabilidad clasica, de Laplace o " a posteriori ", que se rige por la
ley: probabilidad de A — n° casos favorables al suceso A

: , . Esta medi-
n® casos posibles en el experimento

da de probabilidad no funciona en el caso de que el espacio muestral contenga
infinitos sucesos o que haya una repeticion indefinida de sucesos, siempre en
las mismas condiciones.

b) Probabilidad frecuentista o " a posteriori "

Se llama frecuencia absoluta de un suceso al ntimero de veces que se repite
el suceso en un experimento, se representa por f,(A). La frecuencia relativa
del suceso A, que representaremos por f.(A), se obtiene dividiendo la fre-
cuencia absoluta entre el ntimero total de sucesos del experimento. Se define

o(A
la probabilidad de A como P(A) = h’rf fr(A) = lim Jal4)
n—-+00

n—-+oo n

Propiedades:
1* Sea n; la frecuencia absoluta del suceso A en un experimento con n
n
sucesos totales. Entonces 0 < n; < n =0 < -1 <1=0<f((A <1
n
Por tanto se verifica que lim 0 < lim f.(A) < lim 1 = 1, es decir
n—-+o0o n—+00 n——+o0o
0<PA) <1
2% Supongamos que el experimento tiene como posibles sucesos Ay, A, ....., Ay
con frecuencias absolutas ni, na, ....., ng respectivamente. Entonces el ntimero

de sucesosesn=ny+ny+..... + ny, (habra sucesos repetidos, claro esta). Si
n n n

dividimos porn — + — + ...+ — =1= P(Q) =1
n n n

3* Si tenemos dos sucesos A;, Ap incompatibles (A; N Ay = ¢) entonces:

P(A, 0 Ay) = lim n® de veces que aparece (A; N Ag)

n— 00 n

1, n° d€ Veces que aparece Al + n° de vVeces que aparece AQ
= l1m
n—oo n

n® de veces que aparece Ay

n® de veces que aparece Ay

= lim + lim
n—00 n n—00 n

= P(A,) + P(A,)

Nunca apareceran a la vez A; y A pero el nimero de veces que aparece
Aj 0 Ay es el nimero de veces que aparece A; + numero de veces que apa-
rece A,.
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Las propiedades que hemos visto de la definicién a posteriori de probabi-
lidad dan pie a la siguiente definicién axiomatica de probabilidad.

ESPACIO PROBABILISTICO O ESPACIO DE
PROBABILIDAD
Un espacio de probabilidad es una terna (2, A, P), donde:
i)  es el espacio muestral (suceso seguro)
ii) A C Q es una o—algebra de sucesos

iii) P es una aplicacion en la forma P : A — R que verifica las siguientes
propiedades llamadas axiomas de Kolmogorov:

1°VAe A— P(A) >0
2° P(Q) =1
3° Si Ay, A, ..., An € A son incompatibles dos a dos, es decir si:

A sioi=j
¢ st iF ]

entonces :

P( U A) = Z P(A;). De estos tres axiomas se desprenden las siguientes
1=1 =1
propiedades:
e P(A)=1—-P(A)

Demostracion:

Como Q@ = AUA = P(Q) = P(AUA). Al ser AN A = ¢ aplicando

el tercer axioma P(Q)) = P(AU A) = P(A) + P(A). Ya que P(Q) = 1 =

P(A)+P(A)=1= P(A)=1-P(A

~—

e P(¢)=0

Demostracién:
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Figura 1: Descomposicion de B como uniéon de AN By (B-A)

Como Q=¢=P(p)=PQ)=1-P(Q)=1-1=0
e VA B e Atales que A C B se verifica que P(A) < P(B)

Demostracién:

Si AC B sewverifica B=AU(B— A) ademas AN(B—A)=2¢
tal y como se muestra en la figura 1. Si aplicamos el tercer axioma P(B) =
P[AU(B—-A)]=PA)+ P(B—A)>P(A)alser P(B—A)>0

e VA B € Atales que A C B severifica que P(B—A) = P(B)— P(A)

Demostracién:
Si A C B se verifica que B = AU (B — A), ademas AN (B — A) = ¢.
La idea la mostramos en la Figura 2. Segtn el tercer axioma se verifica que
P(B) = P[(B-A)U(ANB)|= P(B)=P(B—A)+P(ANB) = P(B—A) =
= P(B)—- P(ANB)

o VAinA severifica que P(A) <1

Demostracién:

Segun una propiedad anterior si A C B = P(A) < P(B). En particular
esta propiedad se cumple si tomamos B = ). Por tanto P(A) < P(Q2) = 1.
Por tanto podemos afirmar que VAe A=0<a <1
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Figura 2: Descomposicion de B como uniéon de AN By (B-A)

e VA B e A sewverifica que P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Demostracién:

Se tiene que AUB = (A— B)U(B— A)U (AN B), ademés esta union es
disjunta por lo que P(AUB) = P(A— B)+ P(B—A)+ P(ANB). Aplicando
las propiedades anteriores se obtiene que P(AU B) = P(A) — P(AN B) +
+P(B) — P(AAB) + P(AAB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

e Corolario. — Sea (€2, A, P) un espacio probabilistico y A, B, C € A.
Entonces se verifica que P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB) —
P(ANC)—P(BNC)+P(AnBNC)

Demostracién:

Aplicando la propiedad asociativa de la unién de sucesos se tiene que
P(AUBUC)=P[(AUB)U(C]=P(AUB)+ P(C)— Pl[(AUB)NC] =
= P(A)+P(B)—P(ANnB)+ P(C)—P[(ANnC)u(BNC)] = P(A) +
+P(B)+P(C)—P(ANB)—[P(ANC)+P(BNC)—P(ANCNBNC) =
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC(C)

10
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EJERCICIOS

1° Sabiendo que P(A) = %, P(B) = g yque P(AU B) = Z, calcula:

a) P(ANB)

b) P(ANB)

¢) P(AUB)

Solucién

a) Como P(AUB) = P(A) + P(B)l— ];(A %B) T P?()A %B) =P(A)+
;P(B)—P(AuB_):P(éml?:§+§—Z: +8_ g va que

(B) =1— :P(B):1—§:§
b) PILANB)=P(ANB)=1-P(AUB) = 1-2:%
¢) PAUB) = P(A) =1 - P(ANB) = _é:g

2° Si A y B son dos sucesos tales que P(A) = 0,6, P(B) =0,7y P(AU
B).P(AN B) = 0,4, calcular:

a) P(AU B)

b) P(AN B)

3° Sean A y B dos sucesos tales que P(A)=0.3, P(B)=k y P(AU B))=0.8

., Para qué valores de k son incompatibles los sucesos A y B 7
4° En una baraja hemos suprimido varias cartas. Entre las que quedan se
dan las siguientes probabilidades, P(rey)=0.15, P(bastos)=0.3, P(carta que

no sea ni rey ni bastos)=0.6

a) ;Esta entre ellas el rey de bastos?. En caso afirmativo halla su proba-

bilidad
b) ;, Cuantas cartas quedan ?

5° En un centro hay 1000 alumnos repartidos asf:

11
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alumnos Chicos | Chicas
usan gafas 187 113
no usan gafas 413 287

Se elige al azar un alumno. Calcular la probabilidad de que sea: a) chico,
b) chica, c¢) no use gafas, d) sea una chica con gafas.

3 - 2
6° Sean A y B dos sucesos tales que P(AU B) = 7 P(B) = 3 Y

P(ANB) = i. Hallar P(B), P(A) y P(AN B)

7° Determinar si son compatibles o incompatibles los sucesos A y B en
los siguientes casos:

,P(AUB)z%

2
8% Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = i P(B) =
Hallar P(AUB) y P(AN B)

12
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PROBABILIDAD CONDICIONADA

Hasta el momento hemos calculado probabilidades de sucesos suponien-
do que la tnica informacion disponible la suministra el espacio muestral.
Algunas veces sabemos que ha ocurrido un suceso A y queremos usar esa
informacion para estudiar si ocurre otro suceso B. De esto trata la probabi-
lidad condicionada.

Definicién de Probabilidad condiciona.- Sea (€2, A, P) un espacio de
probabilidad, con P(A) > 0 para cierto suceso A € A. A partir de este espa-
cio de probabilidad definimos otro (£2,.4, P(e/A) donde:

P(e/A): A — R
B — P(B/A):%

Si es cierto que esta terna es un espacio de probabilidad debera cumplir
los tres axiomas de Kolmogorov. Veamos que se cumplen:

1°VB € A= P(BJA) >0

Demostracion:

P(ANB)
P(A)

20 P(Q/A) = 1

P(B/A) = , como P(ANB) >0, P(A)>0= P(B/A) >0

Demostracién:

_pP@na) P4
P/A) = =55~ = Ba) = !

3°Si By N By = ¢ = P(B, U By/A) = P(B,/A) + P(B,/A)

Demostracion:

P(B;UBy/A) = P[(Blg(%) N A _ P[(B1 N 1213)&)(32 N A)]

Como BiNBy=¢= (BINA)N(BoNA)=(BiNB)NA=¢pNA=2¢

P(By/A) + P(By/A). Esta propiedad se podria extender por induccién a n

13
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sucesos, es decir si By, B, ..... B,, son incompatibles dos a dos, es decir

¢ siiF]
+P(By/A)+....... + P(B,,/A). Podemos afirmar que se cumplen todas las pro-
piedades del espacio probabilistico.

B,NB; = , entoncesP(B1UByU....UB,) = P(B,/A)+

Propiedades de la probabilidad condicionada
1* P(Q/A) =1

Demostracion:

_P@na) PUA)
PO ==pry = ey !

2* VBe A= P(B/A) =1— P(B/A)

Demostracién:
Q= BUB = P(Q/A) = P(BUB/A) = P(Q/A) = P[(B;J(i) nA4l _
P[(BNA)U(BNA) P(BNA) P(BnA)

- P(A) = Ty @y T B

+P(BJA) =1 = P(B/A) = 1 — P(B/A)

3 VA€ A= P(¢/A) =0

Demostracién:
PlpnA) _ P(¢) 0
PO ==t = peay ~ peay

4* SiC C B= P(C/A) < P(B/A)
Demostracion:
Alser C ¢ B= CnNA C Bn A. Por lo tanto, segiin hemos visto an-

teriormente, P(C//A) = = (5(2)‘4) <L (f(Z)A) _ P(BJA) = P(CJA) <
< P(B/A)

14
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Figura 3:

5* SiC Cc B= P(B—-C/A)=P(B/A)— P(C/A)

Demostracion:

Segin podemos observar en la Figura 3 se puede expresar B como B = (B — C') U C,
ademas estos sucesos son incompatibles por lo que (B—C)NC = ¢. Por tanto
P(B/A) = P[B = (B-C)uC/al| = P(B—-C/A)+P(C/A) = P(B-C/A) =
P(B/A) — P(C/A)

6> Si C ¢ B, en general se verifica que P(B — C/A) = P(B/A) —
—P(BNC/A)

Demostracion:

Tal y como se indica en la figura 4, tenemos que B = (B —C)U (BNC)
y estos dos sucesos (B-C) Y (B N () son incompatibles. Luego:

P(B/A) = P[(B - C)U(BN¢)JA) = P[(B— C)/A] + P[(BNC)/A] y
por tanto P[(B — C)/A = P(BJA) — P[(BNC)/A]

15
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Figura 4:
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Figura 5: Particiéon del espacio muestral

Particion del espacio muestral en sucesos elementales

Sea ) un espacio muestral y Aj, As,...., A, sucesos. Se dice que estos
sucesos son una particion del espacio muestral en sucesos elementales si se
verifica:

a) Q=A;UAU,....,UA,

A=A sii=j

16
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TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Sea {Aj, Ag, ..., A, } una particion del espacio muestral en sucesos ele-
mentales. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Entonces VA € A se

verifica que P(A) = Z P(A;).P(A/A;)
i=1
Demostracion:

Como = AJUAU....UA, al ser QNA =A== A= (4 U
AU .. UUA,)NA = (AiNA)UANAU...(A NA). Al ser los
Ai incompatibles dos a dos ¥Yi = 1,2,...n también lo son partes de A;,
es decir que (Ay N A) son incompatibles dos a dos. Por lo tanto P(A) =

1=

1
P(Ain A)

de probabilidad condicionada P(A/Ai) = P4

= P(ANAi) = P(A;)P(A/A;).
Sustituyendo este valor en la expresion anterior obtenemos P(A) = Z P(A;).P(AJA;)

TEOREMA DE BAYES

Sea {A1, As, ...., A, } una particion del espacio muestral en sucesos ele-
mentales. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Entonces VA € A se
cumple que:

P(A;)P(A/A;
> P(A).P(A/A)

=1

Demostracion:

Se tiene que P(AN A;) = P(A;)P(A/A;) = P(A)P(Ai/A) = P(A;/A) =

P(A;).P(A/A;
( lzD(jl)/ ;) (*). Segin el teorema de la probabilidad total P(A) =

= Z P(A;).P(A/A;) Si sustituimos en la expresion (*) obtenemos:
i=1
> P(A).P(A/A;)

i=1

17
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UN BREVE REPASO DE COMBINATORIA

a) Variaciones ordinarias.- Se llaman variaciones ordinarias de m ele-
mentos tomados n a n a las distintas agrupaciones de n elementos que se
pueden hacer con los m elementos dados de forma que cada dos agrupaciones
difieran entre si bien por el orden de sus elementos, bien por la naturaleza de
los mismos. No se pueden repetir elementos en una misma agrupacion. Para
calcularlas se emplea la formula V! = m(m — 1)....... (m—n+1)

b) Variaciones con repeticién.- Se definen de la misma forma que las
variaciones ordinarias con la salvedad de que no se pueden repetir elementos
en una misma agrupacion. Para calcularlas se emplea la férmula :

VR =m"
Ejemplo

;,Cuantos nimeros de 4 cifras podemos formar con los digitos del conjunto
{1,3,4,5,8 } 7 (Y si las cifras han de ser distintas?

Solucién:

i) Formamos uno de los ntimeros, por ejemplo 1345. Si variamos el orden
de los digitos 5431 obtenemos un ntamero distinto. Luego importa el orden.
La naturaleza de los elementos que intervienen en la formacioén de una agru-
pacién también varia, si ahora elegimos el nimero 8314, al compararlo con
1345 hemos variado la naturaleza al cambiar el 5 por un 8. Ademaés se pueden
repetir los elementos ya que son validas las agrupaciones 5551, 4444, 8383,
tc. Al cambiar orden y naturaleza y poderse repetir los digitos se trata de
variaciones con repeticion de 5 elementos tomados 4 a 4:

VR = 5% = 625

ii) si las cifras han de ser distintas varfan el orden y la naturaleza pero
no se pueden repetir elementos. Se trata entonces de variaciones ordinarias:

Vi =5-4-3-2=120

c) Permutaciones ordinarias.- Se llaman permutaciones de m elementos
a las distintas agrupaciones de m elementos que podemos hacer con los m
elementos que nos dan, de forma que cada dos grupos difieran por el orden
de sus elementos. No se pueden repetir elementos en una misma agrupacion.
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Para su célculo se emplea la expresion P, = m! = m-(m—1)-(m—2)----3-2-1

d) Permutaciones con repeticion.- Se definen de igual forma que las per-
mutaciones ordinarias pero se pueden repetir elementos en un grupo. Si se

repite a-veces el primer elemento, 3- veces el segundo,y-veces el tercero, etc la

m/!
expresion para su calculo es PRAY = W, donde a+f+7y+--=m
alBlyl. .

e) Combinaciones.- Se llaman combinaciones de m elementos tomados n
a n, a las distintas agrupaciones de n elementos que podemos formar con los
m elementos dados de forma que cada dos de estas agrupaciones difieran por
la naturaleza de sus elementos. No se pueden repetir elementos en un mismo
grupo.Para su célculo se emplea la expresion:

C’":%— m! :(m)

™ P, nl(m—n) n

Definicién(independencia de sucesos): Sea ({2, A, P) un espacio de
probabilidad. Se dice que los sucesos A, B € A son independientes si:

e P(A|B)= P(A)
o P(B|A)= P(B)

Teorema: Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad y sean A, B € A.
Entonces:

A, B son independientes < P(ANB) = P(A)- P(B)

Demostracidon:

Segun la definicion de probabilidad condicionada tenemos que P(A/B) =

= —PE;?E)B <= P(AN B = P(A/B) - P(B). Si suponemos que A y B son

independientes tenemos que P(A/B) = P(A) <= P(ANB) = P(A)- P(B)
Podemos dar entonces la siguiente definiciéon de sucesos independientes:

dados dos sucesos A, B € A se dice que A y B son independientes si verifican
alguna de las tres propiedades siguientes

i) P(ANB) = P(A)- P(B)
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ii) P(A/B)=P(A) si P(B)>0
iii) P(B/A)= P(B) si P(A) >0
Proposicion: Todo suceso A € A es independiente de ¢ y de §2

Demostracién

P(ANQ)=P(A)=P(A)- P(Q2) yaque P(Q2) =1
P(ANG) = P(6) = 0 = P(6).P(A)

Proposicion:Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Supongamos que
A, B € A son independientes. Entonces:

i) Ay B son independientes
ii) Ay B son independientes
iii) Ay B son independientes

Demostracion:

i) Se tiene que A = (ANB)U(ANB), ademas los sucesos ANB y ANB son
incompatibles, aplicando los axiomas de Kolmogorov, P(A) = P[(AN B) U
U(ANB)] = P(A) = P(AN B)+ P(AN B). Por ser A y B independientes
P(ANB) = P(A)-P(B). Luego P(A) = P(A)-P(B)+P(ANB) = P(ANB) =
= P(A)—P(A)-P(B) = P(ANB) = P(A)-(1— P(B)) = P(A)- P(B) con
lo que A y B son independientes.

ii) Al igual que en i) se tiene que B = (AN B)U (AN B). Ademas como los
sucesos de esta uniéon son incompatibles aplicando los axiomas de Kolmogo-
rov se tiene que P(B) = P(AN B) + P(ANB). Al ser A y B independientes
P(AN B) = P(A) - P(B) con lo que P(AN B) = P(B) — P(A) - P(B) =
P(ANB) = P(B)-(1-P(A)) = P(ANB) = P(B)-(1-P(A)) = P(A)-P(B),
entonces A y B son independientes.

iii) Segtn las leyes de Morgan AN B = AU B. Por tanto P(AN B) =
=P(AUB) =1—-PAUB) =1—- P(A) — P(B) + P(AN B). Al ser
A y B independientes se verifica que P(AN B) = P(A) - P(B) con lo que
P(ANB) =1-P(A)—P(B)+P(A)-P(B) = (1-P(A))—(1-P(A))-P(B) =
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— P(B)) = P(A) - P(B). Hemos probado que P(AN B) =
con lo que los sucesos A y B son independientes.
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