RAMANUJAN
Capi Corrales

Srinivasa Ramanujan nacj6 el 22 de diciem-
bre de 1887 en el seno de una familia pobre del
sur de India. Recibié ensefianza primaria y
secundaria en Kumbakonan, y fracas6é en
varios intentos por acceder a la Universidad
al suspender en los exdmenes de ingreso
todas las asignaturas salvo las matematicas.
La vide de Ramanujan -la pobreza de sus
origenes, la falta de formacién matemati-
ca, su muerte temprana-, tan inusual en
un cientifico de su talla, le ha converti-
do en uno de los grandes mitos mate-
maéticos. André Weil ([W-1]) resume asi
la biografia de Ramanujan:

Este joven cuya carrera fue bloqueada
por su pobre conocimiento del inglés,
tuvo que vegetar en trabajos inferiores
como contable, que consigui6 gracias a la proteccién de algunos patronos a los que
interesé su trabajo; por su cuenta y sin ningtin apoyo llevé a cabo sus investigacio-
nes en teoria de ntimeros, la teoria de las series y las fracciones continuas. Habiendo
tenido acceso tan sélo a anticuados y mediocres libros de texto briténicos, no cono-
cia ni tan siquiera la nocién de convergencia de una serie. Por un accidente fortuito
algunos de sus resultados cayeron en manos de Hardy, que se apresur6 a arreglar su
viaje a Inglaterra hacia 1916. Alli Ramanujan escribi6 sus trabajos mas importantes
a los cuales debi6, algunos afios después, su eleccion como Fellow de la Royal
Society, un titulo de gran prestigio nunca hasta entonces concedido a alguien de
India. Pero durante su estancia en Inglaterra Ramanujan contrajo tuberculosis; muri6
en 1920, al poco tiempo de regresar a su pais, donde nunca llegé a concedérsele una
posicion académica. Asi pues, nunca fundé escuela ni tuvo alumnos.

Su abundante produccién matematica no es facil de describir. Sus resulta-
dos aparecen recogidos en tres cuadernos personales escritos en India entre
1909 y 1916, en numerosas cartas personales (sélo en las que escribi6 a Hardy,
por ejemplo, describe ya mas de 120 teoremas) y en numerosos articulos, algu-
nos publicados a partir de 1911 en India, los mas en revistas matematicas
europeas de prestigio entre los afios 1912 y 1920. En sus cuadernos y cartas
primeras los resultados triviales se mezclan con los profundos, los conocidos
con los nuevos y, en general, es dificil determinar con exactitud cuanto de lo
que Ramanujan produjo era fruto de la intuicién y cuédndo de la certidumbre
verificada. El método de la escuela tradicional en India, atin vigente en época
de Ramanujan, no ponia mucho énfasis en las demostraciones. Posiblemente
la influencia de esta tradicion, junto con la mediocridad de los libros de mate-
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maticas que estudi6 antes de lle-
gar a Inglaterra y su falta de for-
macion matematica, expliquen la
carencia de demostraciones y
rigor que encontramos en sus
escritos anteriores a 1916 (fecha
de su toma de contacto con la
escuela matematica europea), y
la falta de justificacién en
muchos de sus escritos posterio-
res.

Otra dificultad que ofrecen
los textos de Ramanujan es la
variedad de temas que encard.
Su colaboracién con Hardy, mag-
nifico analista, sacé a la luz su
talento para el anélisis, quizés el
aspecto mas conocido de su tra-
bajo; sin embargo, tuvieron que
pasar algunos afios antes de que
varias de sus contribuciones fun-
damentales a la teoria de los
nimeros fuesen entendidas,
valoradas y utilizadas ([Ra]).

La casa de Ramanujan en Kumbakonam (India).

De entre todos los trabajos
de Ramanujan describiremos
brevemente dos. El primero pone de manifiesto su talla como analista; el
segundo la profundidad de su visién y conocimiento del comportamiento de
los nimeros. En ambos casos tan importantes son los resultados en si mismos
como el efecto posterior de las ideas desarrolladas y los métodos de demos-
tracion utilizados. Aspiramos con ellos a ilustrar como pese a su poca prepa-
racion técnica, al aislamiento de sus primeros afios y a su juventud, los traba-
jos de Ramanujan van mucho més alld de los trucos y astucias numéricas.
Ramanujan es, sin duda alguna, uno de los grandes matematicos de este siglo.

1. La férmula de las particiones.

Una particién de un entero n es cualquier expresién de n como suma de
enteros positivos. Por ejemplo,

4=1+1+1+1 = 3+1 = 242 = 2+1+1,

luego 4 tiene 5 particiones distintas y lo expresamos escribiendo p(4) = 5. Se
conoce muy poco sobre las propiedades de la funcién p(n), y Ramanujan fue
el primer matematico que descubri6 algunas de ellas, como por ejemplo

p(5m+4) es siempre multiplo de 5, sea cual sea el valor de m,

p(7m+5) es siempre miltiplo de 7, sea cual sea el valor de m,
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p(11m+6) es siempre miltiplo de 11, sea cual sea el valor de m.

La funcién p(n) es un ejemplo de las llamadas funciones aritméticas, fun-
ciones que toman valores en los nimeros enteros. Puesto que los enteros apa-
recen a saltos en la recta real, los métodos usuales del andlisis real o comple-
jo no funcionan para estudiar el comportamiento de funciones aritméticas. La
estrategia que se sigue con frecuencia para evitar este problema, y que deno-
taremos por “(e) “, es asociar a una funcioén aritmética /(n) una serie infinita
convergente de potencias

Yo aln) ¥

en la que los coeficientes a(n) se construyan a partir de nuestra funcion f, y
estudiar las propiedades de f a partir de las de esta serie, que si se pueden
estudiar mediante el analisis usual. Las contribuciones en esta estrategia ana-
litica estan entre las fundamentales de Ramanujan. Por ejemplo, su método de
trabajo en el teorema VII - (7) de su primera carta a Hardy (del que este altimo
comenta “la afirmacion falsa de Ramanujan es una de las més fructiferas que
hizo nunca, pues acabé llevandonos a nuestro trabajo en colaboracién sobre
las particiones™ y en [R-H], dio lugar, de la mano de Hardy y Littlewood en
[H-L], al llamado método del circulo. Describdmoslo a grandes trazos.

Siguiendo la estrategia “(e)”, la manera analitica de estudiar p(n) es
mediante la serie de potencias

2 PV 2"
que Euler demostr6 tiene un desarrollo en producto
Yo opmzt =T, -zl

Las singularidades de f(z) = II (1 -2z¥)! son las raices de la unidad; es decir,
todos los nimeros complejos z tales que z¥ =1 para algtin valor de k, y £(2) es
regular si 1z| <r < 1. Segln el teorema de los residuos de Cauchy,

f(z)
pw =L [ 2 dz

2ni 5., 3

con r arbitrario, 0 < r < 1. Buscamos una estimacién asintética para p(n) cuan-
do n — . A grandes rasgos, si tomamos r cercano a 1, para todo k el valor de
#(z) en z = re2min/k se acerca al que toma en la singularidad z = e2mn/k, y por lo
tanto | A(re2min/k)| es muy grande; por otro lado, para todo k, f(re2mn/k) es
inversamente proporcional a k. Ambas condiciones juntas garantizan que
| Are2nin/K) | es muy grande si r esta cerca de 1 y k no supera un cierto tama-
fio, digamos k <N, y es de suponer que la contribucion esencial a nuestra inte-
gral venga de entornos de tales puntos. Llamamos a tales entornos arco
mayor, y al resto arco menor. Resulta que la contribucién del arco mayor
cuando n — « viene dada por una férmula asintética, mientras que la del arco
menor es pequefia en comparacién con la del arco mayor y podemos ignorar-
la, obteniendo asi la f6rmula asint6tica buscada para p(n).

Capi Corrales 103




El banco en el porche de la casa de Ramanujan.

El método del circulo de Ramanujan-Hardy-Littlewood es una poderosa
herramienta para estudiar problemas aditivos de teoria de los ntimeros. El
més famoso de ellos quizas sea el llamado problema de Waring. En sus
Meditationes Algebraicae (1770), Waring afirmé que todo entero distinto de
cero es suma de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 bicuadrados. En la tercera edicién
de su libro (1782) sugiri6 que una propiedad similar deberia ser cierta para
potencias mayores. Llamemos g(k) el niimero minimo de sumandos necesarios
para expresar todo entero como suma de potencias k-ésimas. Lagrange demos-
tr6 en 1770 que g(2)=4, y siguiendo sus métodos Liouville obtuvo en 1859 que
g(4) < 53, Wieferich obtuvo g(3) = 9 en 1909 (con un “agujero” en su argumen-
to cubierto por Kempner en 1912) , y ese mismo afio Hilbert demostré que g(R)
es finito para todo entero & > 0. El trabajo de Ramanujan y Hardy de 1917 abrié
una nueva via en el tratamiento del problema; con el método del circulo suge-
rido en este articulo ([D]).

Hardy y Littlewood (1925) hallaron otra demostracion para el resultado de
Hilbert, y demostraron que g(4) > 14 para enteros suficientemente grandes;

En los arfios 30 Dickin y Pillai demostraron g(7) = 147, g(8) = 279, g(9) = 548...
Chen-Jing-Run demostré6 en 1964 que g(5) = 37.
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Finalmente, en
1986  Deshouillers,
Balasubramanian vy
Dress  concluyeron

que g(4) = 19.
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2. La funcién tau de
Ramanujan

El segundo ejem-
plo ilustra la contribu-
ci6én de Ramanujan a
la estrategia seguida
en Teoria de Nimeros
en este siglo que ha
producido, entre
otros frutos, la
demostracién del Glti-
mo teorema de
Fermat de Andrew
Wiles en 1994. Esta
estrategia (conocida
como el Programa
Langlands) consiste
en asociar a una
estructura algebraica
un tipo especifico de
serie infinita (llamada
L-serie) construida a
partir de datos con-
cretos de la estructu-
ra, cuyas propiedades
analiticas brindan
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Para estudiar la
representacién  de
nimeros enteros

La pdgina nueve de la primera carta que Ramanujan escribio a

Hardy (Cambridge University Library).

como suma de 24 cuadrados, Ramanujan introdujo en 1916 su funcién 7, defi-

nida mediante la serie de potencias
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y conjeturd en su articulo més famoso, [R-1], que

€)) 7(nm) = 7(n) 7(m) si m y n son enteros relativamente primos,
11
) I7(p)| <2 p? para todo primo p.

Mordell demostré (1) en 1928, y Deligne (2) en 1974 como consecuencia de
su demostracién de las conjeturas de Weil. De hecho, Deligne obtiene su resul-
tado haciendo uso de las propiedades de la estructura algebraica asociada a
la serie infinita >.7(n)g™
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