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Figura 1: El rostro de 7 estaba enmascarado; se sobreentendia que nadie podia contemplarlo y con-
tinuar con vida. Pero unos ojos de penetrante mirada acechaban tras la méscara, inexorables, frios y
enigmaéticos (Bertrand Russell)
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1. La cuadratura del circulo

La cudratura del circulo consiste en hallar, utilizando tinicamente regla y compas, el lado de
un cuadrado que tenga la misma superficie de un circulo de radio dado. Este problema se trato
de resolver desde la antigiiedad clédsica. Ya en el siglo I Plutarco menciona que Anaxédgoras (siglo
V a.C.), que fue condenado a prisién en Atenas por haber afirmado que el sol no era un dios sino
una enorme piedra incandescente, para entretenerse intenté cuadrar el circulo sin conseguirlo.
Leonardo Da Vinci se sintié atraido por el problema e ide6 varias cudraturas mecanicas. La
solucion a la imposibilidad de la cuadratura del circulo vino en 1882 de la mano del matemaético
aleman Ferdinan Lindemann. Este demostré que 7 es un niimero transcendente, concepto equi-
valente a que no se puede construir con regla y compas un segmento de longitud 7. En realidad
demostr6 que 7 no es raiz de ningin polinomio de la forma P(z) = AT+ 2" 4 Fax4ag
cuyos coeficientes son racionales, es decir (a;),, € Q. Este resultado cerré el problema de la
cuadratura del circulo aunque continuamente sigan apareciendo cuadracirculos, es una cuestién
de ignorancia.

Los griegos le tenfan pavor a los ntimeros irracionales; se referian a ellos como nimeros
inconmensurales ya que no se pueden medir. Llegados aqui hay que hacer hincapié en la torpeza
de la mayoria de los libros de texto que en un arrebato de utilitarismo, transmiten mal el valor
de los numeros irracionales asignandoles una aproximacién a un numero irracional. ;Desde
cuando V2 = 1,4142135623730957 Este es un valor aproximado , es imposible indicar con un
nimero decimal el valor de v/2.

2. Numeros irracionales
(Segmentos conmensurables)Dos segmentos a y b se dicen conmensurables si existe un tercer
segmento & tal que a =n-&, b = m - ¢ donde n y m han de ser enteros (n,m € Z). En caso

contrario se dice que las longitudes a y b son inconmensurables.

Veamos que 1y v/2 (el lado y la diagonal de un cuadrado de lado 1) son inconmensurables.
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Figura 2: Segmentos inconmensurables

Si nos fijamos en la figura2 Ly = D — L, siendo D; la diagonal del cuadrado de lado L.
Podemos reiterar este proceso hasta el infinito.

Proposicion 1 En las condiciones anteriores se verifica que D1 = L — L4



Demostracion

Si aplicamos el Teorema de Pitdgoras en el cuadrado pequerio obtenemos Dy = Ly - /2 =
(D—L)-\/iz D - V2—L-V2=L-vV2-vV2—D = 2-L— D. Hemos obtenido que
Di=2-L-D=L—-—(D—-L)=L—-1L; (cs.qd.)

Volvamos a nuestro tema, a la demostracion de la irracionalidad de V2. Por reduccién al
absurdo, supongamos que siendo L conmensurable también lo fuera v/2. Como Ly = D — L,
resulta que Ly también seria conmensurable (es obvio que la diferencia entre longitudes conmen-
surables es otra longitud conmensurable). Si reiteramos el proceso generariamos una sucesion
decreciente Ly > Lo > --- > L, > ---. En este descenso infinito llegaria un momento en el que
un valor L; seria menos que &, aun siendo un maltiplo entero de & lo cual es una contradicion.
Luego \/2 no puede ser conmensurable, es inconmensurable (irracional).

Estamos utilizando las palabras inconmensurable e irracional con el mismo significado.
Al principio hemos definido lo que significa mensurable/inconmensurable, irracional es aquel
numero que no es racional en el sentido de que no se puede expresar como cociente de dos

enteros con denominador no nulo. ;Dicen lo mismo las dos definiciones? SI, es lo que vamos
a demostrar a continuacion.

. e, m .
Proposicion 2 Seana € Q,b € R. Entonces a y b son conmensurables <= b = —, siendo m,n € Z
n
Demostracion

= ) Supongamos que a y b son conmensurables y que la expresion de a como fraccion es

a= %. Segun la definicion dada de conmensurables 3 £ tal que a =k -&,b=1-&, siendo k y |
b l-

numeros enteros. Por tanto — = z = b= k—a. St tomamos m =1-«a, yn=Fk-« tenemos
a .

demostrada la condicion necesaria.

m e
< ) Supongamos ahora que b = —, siendo m,n € Z. Como a = B’ tomemos M =
n
m.com.(f,n). Ezistirdn enteros k,l € 7Z tales que M = k-3 y M = [ -n. Si llamamos
1

£ = U entonces a = k - am =2z -&, siendo z1 = k-« € Z. De la misma manera
1

b=1- = 29 &, siendo zo =1-n € Z. Las expresiones a = z1 - & y b = 25 - £ nos asequran
n

que a y b son conmensurables.

Hemos establecido una equivalencia entre conmensurable y racional, o lo que es lo mismo
entre inconmensurable e irracional. Vamos a ver una demostracion de la irracionalidad de v/2
en la que no haremos referencia a mensurable/inconmensurable. Para ello vamos a necesitar la
siguiente proposicion

Proposicion 8 Sea z € 7. un nimero entero. Entonces 2% es par <= z es par

Demostracion

= ) Supongamos que z* es par y que z fuese impar. Entonces se podrian expresar z* vy z,

respectivamente, como z? =21, z =2k +1 = 22 = 4k* + 4k + 1 = 2(21* — 2k* — 2k) = 1 lo que



es una contradicion ya que 1 no es numero par. Luego ha de ser z par.
< ) Siz es par z =2k = 2% = 4k* = 2(2k*) = 2? es par
Proposicién 4 /2 es irracional
Demostracion

Por reduccién al absurdo, supongamos que v/2 fuese un nimero racional. Entonces podria
. , . m .,
expresarse como cociente de dos nimeros enteros, es decir V2 = — (fraccion que suponemos
n

irreducible, si no lo fuera en todo lo que sigue empleariamos la forma candnica de la fraccion)
m
2:—2¢m2:2n2:m2espar: m es par = m = 2l = m? = 41> = 2n? = n? = 212 = n?
n
. s e m
es par = n es par. Si m y n son pares se produce una contradicion con que la fraccion — sea
n

irreducible. Por tanto /2 no puede ser un nimero racional, es irracional.

En general podriamos demostrar que si p es un nimero primo, entonces \/p es irracional.
Para ello necesitamos los siguientes resultados:

Teorema 5 (Teorema de Bezout) Sean a,b € N y sea d = mcd(a,b). Entonces 3 x,y € Z tales
que d = ax + by

Demostracion

Consideremos el conjunto S = {ax+by € N / x,y € Z} Entonces S # 0, ya que a € S al ser
a = al+00. Segun el principio de buena ordenacion S posee un mdzima cota inferior, el minimo.
Sea m = min(S). Lo que pretendemos demostrar es que d € S. Como m € S = 3 xg,yg € Z
tales que m = axo+byy. Veamos que mla y que m|b. Al dividir a entre m obtenemos un cociente
¢ y un resto r que verifica r < m y que, sequn el algoritmo de Euclides a = mc+r. Sir =0
es obvio que mla. Sir # 0 = a = axoc+ byoc + 1 = r = a(l — xoc) — byoc = r € S lo
cual es una contradicion con que T sea menor que m que es el minimo de S. Luego ha de ser
r =0 <= mla. Andlogamente demostrariamos que m|b. Entonces al ser d=mcd(a,b) se ha de
cumplir que m|d = d = km = axok + byok € S (csqd).

Lema 6 (Lema de Euclides) Sean a,b,c € Z tales que (a,c) =1 y que ademds c|lab. Entonces
clb

Demostracion

Al ser (a,c) = 1 segin el teorema de Bezout 3 z,y € Z tal que 1 = ax+ cy = b = abx + cby.
Como clab = clabx y también se verifica que c|cby entonces clabx + cby = b (csqd)
Lema 7 . Sea p un mimero primo. Entonces plm?* < p|m

Demostracion

= ) supongamos que p|m? y que p no divide a m, es decir que (p,m) = 1. Esto no puede ser
porque se produce una contradicion con el lema de Euclides. Luego p|lm



Proposicion 8 Sea o una raiz del polinomio P(x) = a,x™ + a,_ 12"+ -+ + ayx + ag donde
(@i)o<icn € Z. Entonces ajag

Demostracion

Al ser P(x) = a,@™ + ap_10™ 1 4+ - +aja+ag = 0 = a(a,a” ! +

_ _ _ —Qy
+ap 1"+t a) = —a) = 4, a0+ a = — = alag
a

.., (67 . . . . _
Proposicion 9 Sea — una raiz racional del polinomio P(x) = apx™+a,_ 12" '+ +a1x+ag

donde (a;)o<;<, € Z. Entonces alag y Blan

Demostracion

n n—1
Al ser & wna raiz del polinomio P(x) se verifica que an—- +an_1% +-- -+a1% +ap = 0.

St multiplicamos ambos términos de la igualdad por ™ tenemos que:

an@" + ap_1 B a1 Va4 ag” = 0. Si dividimos los miembros de esta ecuacion
por « y por B obtenemos:

a
an@” t +a, 1 Ba" 4 B+ Eoﬁn = 0= alag

an n n— n— n—
2"ty 0" af R+ agS =0 = Blay

B

Proposicion 10 Sea p € Z un nimero primo. Entonces \/p es irracional
Demostracion

Consideremos el polinomio P(x) = 2> —p. Una raiz de este polinomio es VP Si\/pEQ=
a
VD = 7 Segin la proposicion anterior alp = a = 1 o bien a = p y también se verifica que

b|l = b= 1. Las unicas raices racionales del polinomio son 1y p, lo cual es absurdo (ninguno
de los dos valores es raiz del polinomio). Luego /p es irracional.

3. Clasificacion de los numeros irracionales

Hay dos tipos de nimeros irracionales: los algebraicos y los transcendentes. Los irracionales
algebraicos son raices de un polinomio. Los irracionales transcendentes no son raices de un
polinomio. Un ejemplo de irracional algebraico es \/p siendo p un nimero primo. Un irracional
transcendente es w. Aunque no podamos demostrarlo (la demostracion requiere conocimientos
de matemdtica superior) enunciamos el siguiente resultado debido a Ferdinand Lindemann: no

existe un polinomio P(x) que tenga como raiz el valor m. Con este resultado también podemos
. . , . a
afirmar que w es irracional. Supongamos que w fuera un numero racional. Entonces m = —.

b

2

-, a , e a e
Pero la fraccion 7 es taiz de la ecuacion xr* — Ea: lo que es una contradicion.



4. Imposibilidad de la cuadratura del circulo

Una ecuacién de 2° grado az® + bx + ¢ = 0 se puede resolver grdficamente con regla y
compds. Si tenemos una circunferencia de radi r, su superficie viene dada por la expresion
nr?. Sea | el lado del cuadrado que tiene la misma drea que el circulo de radio r. Entonces

?=mr? < 2?2 — 1 =0, donde x = —. Esta ecuacién no tiene solucion por lo que es imposible

,
hallar la longitud de | (con regla y compas).
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