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Figura 1: El cuadrado de oro
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1. Los pitagéricos

1.1. La isla de Samos

Pitagoras nacié en la isla griega de Samos, aproximadamente en el afio 590 A.C. El mar Egeo
es un brazo de Mediterraneo plagado con mas de 400 islas. Esta es la cuna de la Civilizacién
Griega, aqui se encuentra la isla de Samos. Actualmente es uno de los destinos turisticos mas
demandados en Grecia, también famosa por la abundancia y la calidad de su pescado. Segin
el historiador Herodoto el puerto de la isla de Samos tenia un rompeolas subterrdaneo que
dificultaba el paso de posibles invasores, hoy no queda resto alguno de esta estructura. Otro de
los misterios de Samos es el Hereo, construido hace mas de 2.600 anos. Se trata de un templo
construido a la diosa Hera, esposa de Zeus. La construccion de esta gigantesca estructura se
debe al tirano Policrates, conocido tanto por su astucia como por su crueldad. Pitadgoras tuvo
que abandonar la isla porque no podia soportar el brutal gobierno de Policrates quien fue a la
par de tirano, gran defensor de la ciencia y la cultura. Otra gran obra de este tirano fue el tinel
de Eupalinos, de dos metros de ancho por dos de alto, excavado por mano del hombre sin lugar a
duda. Por la base del tunel circulaba una corriente de agua. El castillo del tirano se encontraba
en una macizo muy alto y el descenso del agua lo impedia otro macizo que se encontraba en
el centro de la isla. Esto fue un quebradero de cabeza para Policrates que no queria perder la
ventaja estratégica que le proporcionaba la altura, si hubiera optado por construir el Castillo
en un valle. Ante un asedio o invasién el agua le era imprescindible. Por eso decidi6é cavar un
tunel para llevar agua desde la zona norte de la isla (Agiades) hasta el sur. El Ttnel tiene una
longitud de 1.036 metros cavados en linea recta.

Figura 2: El Hereo

Es indudable que necesitaron conocimientos matematicos para cavar en linea recta y a la
misma altura las dos entradas/salidas del tunel de Eupalinos. Emplearon el método de Herén
de semejanza de triangulos para determinar la direccion de la excavacion. Para determinar la
altura a la que debian cavar emplearén tuberias con agua que indicaban cuando de alcanzaba
el mismo nivel. Cuando se encontraron los trabajadores que comenzaron su trabajo desde cada
uno de los puntos de entrada/salida cometieron un error en la altura de tan solo 60 cm. Estos
conocimientos los adquirieron de la cultura egipcia, en Egipto estaba muy adelantada en aquella
época la arquitectura. A su vez, los egipcios conocian el llamado Teorema de Pitagoras a través
de su contacto con una cultura muy antigua del valle del Indo. Es evidente que el teorema
atribuido a Pitagoras no era suyo aunque pueda tener el mérito de ser su principal difusor.
Como ya hemos mencionado Pitdgoras abandoné la Isla de Samos y se dirigié a la Magna
Grecia (sur de Italia), concretamente a la ciudad de Crotona



Figura 3: Método de Herén

1.2. La ciudad de Crotona

Pitagoras fundoé en esta ciudad su escuela filosofico- mistica. En relidad se trataba de una
secta cerrada. Para los Pitagéricos era muy importante la ensenanza de las matematicas y la
musica. Guardaban con celosamente secreto de sus conocimientos. Creian en la reencarnacién
y en la inmortalidad del alma. No les estaba permitido recoger objetos del suelo cuando se les
caian de las manos, orinar mirando al Sol o comer alubias y habas. En sus desarrollos metafisi-
cos afirmaban que el mundo se regia por medio de los nimeros que manifestaban la armonia
del universo. Esta armonia se entendia como relaciones de proporcién, lo que equivale a decir
que para los pitagéricos sélo existian nimeros racionales (fracciones que indican la proporcién
de una cantidad con otra).

Pitagoras se centrd en la direccién de la escuela y en la ensenanza, pero pronto la desgracia
se cerniria sobre ella. La envidia y la intolerancia hizo que algunos individuos que no fueron
admitidos en la escuela por no alcanzar el nivel exigido, perpetraran un crimen. Entraron sa-
queando, destruyendo e incendiando lo que encontraban a su paso: edificios, papiros, jardines. . .
incluso mataron a muchos que no habian podido refugiarse. Pitagoras pudo escapar con algu-
nos de sus discipulos, refugiandose en la Ciudad de Metaponto, que se encuentra también en la
Magna Grecia.

1.3. Ciudad de Metaponto

Aqui vivi6 Pitdgoras hasta el final de sus dias, murié a los ochenta anos. Uno de los discipulos
de Pitagoras, Hipasus, era de esta ciudad. Hipasus de Metaponto descubrio un gran fallo en
las ensenanzas pitagéricas: existian segmentos inconmensurables, es decir segmentos que no se
podian medir con nimeros (recordemos que los Pitagdricos mantenian que el campo numérico
més extenso lo formaban las fracciones). Por ejemplo la diagonal de un cuadrado de lado 1 es
un segmento inconmensurable. Veamos como llegd a ello.
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Segtin el Teorema de Pitdgoras la diagonal de este cuadrado es v/2. Por reduccién al absurdo,
supongamos que la diagonal del cuadrado es conmensurable, entonces se podria expresar como

a
una fraccién, es decir que podriamos poner V2 = — vy sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que esta fraccién es irreducible. Si elevamos al cuadrado ambos términos de la igualdad
2

a , .
tenemos que 2 = = = a? = 2b®> = a? es un ndmero par, por tanto a es par (si a no fuera par

serfa de la forma a = 2k + 1 = a® = 4k* + 4k + 1, a® también serfa impar).Si a es par es de
la forma a = 2k = a? = 4k? = 4k* = 2b®> = b? = 2k? por tanto b tambien seria par. Siay b

., a , . ..,
fueran pares la fraccién 7 seria reducible que es una contradicién con lo que hemos supuesto.

Luego v/2 no es racional y por tanto es inconmensurable. Cuenta la leyenda que la revelacién de
este secreto, que demostraba la falsedad de la metafisica de Pitagoras, costo la vida a Hipasus
que fue arrojado por la borda de la nave en donde paseaban los miembros de la secta.

2. El niumero de oro

2.1. Rectangulos de oro

El rectangulo es una de las figuras geométricas mas utilizadas. Los campos en donde se
celebran las competiciones de los principales deportes son rectangulares, las tarjetas de crédito
y el DNI son rectangulos, los billetes, las tablets, las pantallas de ordenadores, etc, son rectan-
gulares. Dentro del conjunto de los rectangulos hay una clase muy especial, es la clase de los
rectangulos aureos. ;Qué es un rectangulo aureo? Es el rectangulo que tiene la propiedad de
que al segregar de ¢l el cuadrado de drea maxima, el rectangulo que se obtiene es semejante a
dicho rectangulo. Supongamos que el siguiente rectangulo es atreo:

Al ser semejantes los rectangulos AIGD y BIGC, sus lados homdélogos son proporcionales,

es decir que verifican % = b = a’—ab=0* = a* —ab—b* = 0. Si dividimos esta igualdad
a _
2 b2 2
por b% obtenemos la expresién Z_Q — (g i 0= (%) — % — 1 = 0. Si hacemos el cambio

. a ., . .
de variable x = 7 obtenemos la ecuacién 22 — x — 1 = 0 que si resolvemos por medio de la

1+v1+4
2

. Al tratarse de longitudes, no tiene sentido la

1+v1+4
2

con el nombre de niimero atireo o de oro y se representa por la letra ® (fi en griego). Podemos

formula de Baskara se obtiene z =

solucion negativa, solo es valida la solucion x = = ®, a este numero se le conoce



afirmar que los rectangulos atireos se caracterizan porque el cociente entre su lado mayor y su
lado menor es el nimero atureo P.

., Como se construye un rectangulo atreo? Fijémonos en la ssiguiente figura:

E D ¢ E D
a
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a
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Figura 4: Construccién del rectangulo de oro

1. Trazamos un cuadrado ABCD de lado a .
2. Sea H el punto medio del lado AB .

3. Con centro H y radio » = HD trazamos el arco que pasa por D y que corta a la prolon-
gacién del lado AB en el punto F.

4. Con los puntos ADF construimos el rectangulo ADEF.

El rectangulo FBCE es atireo ya que es semejante al rectangulo ADEF. Si k es la constante
de proporcionalidad entre los lados de ADEF y los de FBCE, entonces se verifica, por semejanza,

a(1+V5) _1++5

que ka =
. .2 2
numero irracional.

= &, a este nimero se le conoce como ntmero de oro.  es un

2.2. La espiral de Durero

Se puede observar aqui Alberto Durero. Esta espiral la obtenemos generando, de modo
indefinido, cuadrados atreos segregando el cuadrado de area méxima en cada uno de estos
rectangulos y, trazando arcos de 90° en cada uno de los rectangulos segregados tal y como se
muestra en el video.

2.3. La diagonal del pentagono regular

La diagonal de un pentagono regular tiene como longitud el niimero de oro. Para demostrar
esto consideramos, sin pérdida de generalidad, que la longitud del lado del pentagono es 1.
Llamamos ® a la diagonal del pentagono.

Los triangulos de vértices EDC y EAB son semejantes ya que ambos son isosceles y tienen

un angulo igual (el d&ngulo opuesto por el vértice a). Por semejanza se obtiene que 1 31
Desarrollando esta ecuacién se obtiene que ®? — ® =1 = &> — ® — 1 = 0 y resolviendo esta

1£yV1+4 1+V56
2 2

ecuacion de 2° grado obtenemos & = Al tratarse de longitudes no es


https://mega.nz/#!fkU21YbY!YfU5xd5Mfrfj0DuUKtyw3K9RriVXkMq3X-OcsU_EnEQ

A

Figura 5: El nimero de oro

1++/5
9

admisible la solucién negativa con lo que ® =

Hemos supuesto, en la demostracién que acabamos de hacer, que la recta AC es paralela a
la recta que contiene al lado que pasa por B. La razén se expone en la siguiente figura:

Rectas paralelas

3. Irracionales algebraicos y transcendentes

Los nuimeros irracionales algebraicos son aquellos que se pueden obtener como solucién de
una ecuacién. Por ejemplo v/2 es un irracional algebraico ya que es solucién de la ecuacién
22 — 2 = 0. Al tener v/2 infinitos decimales no periédicos, no es representable mediante un
nimero decimal ya que ello supondria admitir que este niimero es una fraccion. Si que podemos
representar en la recta real la longitud de un segmento de longitud /2. Veamos como. Trazamos
los ejes coordenados y mediante un segmento unimos el origen de coordenadas O(0,0) con el
punto P. Entonces la longitud del segmento OP, aplicando el teorema de Pitdgoras, es v/2. Con
centro O y radio OP trazamos un arco que cortara al eje X en un punto Q. La longitud del
semento OQ es v/2, que como se ve en la grifica es un nimero comprendido entre 1 y 2.

En general si p € Z es un nimero primo entonces ,/p es un irracional algebraico.

Los nimeros irracionales transcendentes son aquellos niimeros irracionales, que tendran in-
finitas cifras decimales no periddicas, que no son soluciéon de una ecuacién. Por ejemplo 7 es
un irracional transcendente. Demostrar este resultado pertenece a la matematica superior, no
podemos dar a este nivel una demostracion de este resultado. En 1882 el matematico aleman
Lindeman demostré que 7 es transcendente.



Figura 6: Construccién con regla y compés de v/2

Un ntnero real es construible con regla y compas si y solo si es soluciéon de una ecuacion
algelbraica con coeficientes construibles, de grado a lo sumo 2, este es un resultado muy potente
de la matematica superior.

A primera vista nos puede parecer que son mas abundantes lo irracionales algebraicos que
los irracionales transcendentes, eso no es asi. El matemético aleman George Cantor demostrd
que los irracionales algebraicos se pueden contar (esto quiere decir que hay tantos nimeros
irracionales algebraicos como nimeros naturales). Los irracionales transcendentes no se pueden
contar (hay tantos como nimeros reales).

4. La cuadratura del circulo

A lo largo de nuestra vida todos hemos oido mencionar, en diferentes contextos, el proble-
ma de la cuadratura del circulo. jEn qué consiste este problema? Pues en hallar el lado de un
cuadrado cuya superficie sea igual a la de un circulo de radio dado, determinando este lado
utilizando tan solo regla y compds. Si el circulo tiene radio r, su drea vale 7r2. Sea 1 el lado del
cuadrado que queremos hallar, el que tiene area 7r?. Generamos asi la ecuacion [? = 7r? =
= [ =ry/m. Siel lado es | = ry/7, jd6nde estd el problema? El problema estd en que este lado
no se puede construir con regla y compas. Veamos esto. Recordemos que hemos dicho que Lin-
deman demostrd que 7 es transcendente, es decir que no se puede construir con regla y compas
al no ser solucion de una ecuacién algelbraica con coeficientes construibles, de grado a lo sumo
2. Veamos que /7 tampoco es construible. Por reduccién al absurdo, si /7 fuera construible,
serfa solucién de una ecuacién del tipo ax? + bx + ¢ = 0 = an + b\/7 + ¢ = 0 =. Llamando
d = b\/T + ¢, que es construible, nos queda que am + d = 0 lo cual es una contradicién, ya que
7 serfa solucién de la ecuacion algebraica con coeficientes construible ax + d = 0, en contra de
lo que demostré Lindeman 7 serfa construible. Al no poder ser construible /7, tampoco puede
ser construible el lado | del cuadrado. Para sorpresa nuestra, a pesar de que en el siglo pasado
se demostro la imposibilidad de la cuadratura del circulo, aun siguen apareciendo ” cuadracircu-
los” por doquier, su prepotencia les impide informarse y saber en qué términos debe resolverse
el problema.

Los numeros irracionales algebraicos si son construibles, lo hemos visto anteriormente con
la construccién del segmento de longitud v/2 (figura 11)

5. La matematica aplicada al mundo real

Los griegos no earn muy dados a relacionar las matematicas (una parte de la filosofia) con
el mundo real. Uno de los pocos que se atrevieron a hacerlo en la Grecia clasica fue Arquimedes
y por ello, a pesar de su enorme grandeza e inteligencia, fue considerado un chapucero. Pero



nos podemos llevar alguna sorpresa cuando aplicamos en nuestra vida diaria los resultados
matematicos. Unos matematicos coreanos situaron, sobre la superficie de un estadio olimpico,
un triangulo rectangulo de 8 y 15 metros de catetos y de 17 metros de hipotenusa tal y como
indica la figura:

Figura 7: El teorema de Pitdgoras 152 + 8% = 172
El Teorema de Pitdgoras funciona perfectamente. Desde este estadio, en Corea del Sur,
ayudados por satélites, se tir6 una linea hasta la isla de Samos ( tierra donde nacié Pitagoras).

Desde la isla de Samos, en angulo recto, nos desplazamos hasta la sabana del Congo. Se formo
asi un gigantesco triangulo rectangulo terrestre cuyos lados se muestran en la figura siguiente:

880231 Km

O b —
7o Yo 3 -
p P B9 L
71!:»1& 79 Km

5059.44% + 8502.312 # 11644.79°

Figura 8: no se verifica el teorema de Pitdgoras

Como observamos en la figura anterior, aparentemente no se verifica el Teorema de Pitago-
ras, /qué ocurre? Estamos suponiendo una linea recta entre un punto situado en Corea del Sur
y otro situado en la Isla de Samos, esa recta es imposible ya que tendriamos que perforar la
Esfera terrestre para conseguirla. A diferencia de lo que ocurre en el plano, sobre la esfera la
distancia mas corta entre dos puntos no es la recta que une a esos puntos, sino la longitud del
arco del circulo que los une. En realidad tendriamos, en vez del triangulo plano de la figura
anterior, en siguiente triangulo esférico:

Figura 9: tridngulo Corea-Samos-Congo



6. Aproximacion de los nimeros irracionales

Un numero irracional es imposible expresarlo como un nimero decimal, ya que el irracional
tiene infinitas cifras decimales no periédicas. Si ponemos, por ejemplo, que la raiz de dos se
puede expresar como /2 = 1,414213562373095 estamos limitando el campo numérico, vivimos

2500 anos antes de Cristo, pensamos los ntiimeros tal y como lo hacia Pitdgoras, perseguimos
1414213562373095

15
expresar un nimero irracional? La mejor forma de expresar la raiz (c)uadrada de tres es mediante
el simbolo v/3, cualquier expresién decimal que empleemos para representar este valor es una
aproximacién que no expresa su verdadero valor. El ntimero pi se representa por el simbolo
m, no hay otra representacion que indique exactamente su valor, si intentamos expresarlo con
un decimal damos una aproximacién al niimero pi que nada tiene que ver con el valor exacto
7. Si consideramos buena una aproximacion de la longitud de la circunferencia por medio del
perimetro de un dodecdgono como el que muestra la figura:

también a Hipasus de Metaponto al poner que v2 = . ,Cémo debemos

2
i ;| 1 =2r Senlb®
-

Figura 10: Aproximacién de la longitud de la circunferencia al perimetro del dodecdgono

Tenemos entonces que 2l = 24rSenlb® = 2mr = m = 125en15° ~ 3,105828541230. Si apro-
ximaramos por un poligono regular de 24 lados la aproximacion seria m ~ 24sen7,5° =
= 3,132628613228, como vemos esta ultima aproximacion es bastante buena, la gréafica lo de-
muestra:

Figura 11: Poligono de 24 lados

10



	Los pitagóricos
	El número de oro
	Irracionales algebraicos y transcendentes
	La cuadratura del círculo
	La matemática aplicada al mundo real
	Aproximación de los números irracionales

