1. Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad en la que hay términos conocidos y términos
desconocidos. A los términos desconocidos se les llama incégnitas y se represen-
tan generalmente por una letra. Si la igualdad es I=D, llamamos término de la
izquierda a la expresiéon I, siendo D el término de la derecha.

1.1. Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones se dicen equivalentes si tienen la misma solucién. Por ejemplo
la ecuacién x2 + 5z + 6 tiene la misma solucién que la ecuacién 62 + 30z + 36,
la solucién de ambas es © = —2 o bien x = —3.

1.2. Transformaciones elementales con ecuaciones

Sea la ecuacién I=D. Entonces Va € R las siguientes ecuaciones son equiva-
lentes a I=D :
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En general si f es una aplicacién inyectiva f(I) = f(D)

La afirmacién de equivalencias mencionadas son evidentes. Por ejemplo cuan-
do resolvemos la ecuacién 5z — 2 = 6z — 4, en la ensenanza tradicional se nos
decia el 2 que estd restando en el miembro izquierdo de la ecuacién, pasa su-
mando al miembro derecho obteniendo 5z = 6z — 4 + 2, es decir 5z = 6z — 2. A
continuaciéon deciamos que el 6x que estd sumando en el término de la derecha,
pasa restando al de la izquierda con lo que b5z — 6x = —2, 0 sea —1lz = —2.
Finalmente el -1 que estd multiplicando en el miembro de la izquierda, pasa

-2
dividiendo al miembro de la derecha con lo que z = o= 2. jQué horror!, y

aun nos quejamos del atraso cientifico de Espana y la baja calidad de la en-
senianza. Lo que acabo de describir se sigue ensenando en nuestras escuelas, la
falta de preparacion de los docentes es tan palpable que nadie se escandaliza ni
trata de ponerle solucién, jbasta yal. Si queremos cambiar el rumbo perdido de
la ensenanza de las matemaéticas hemos de desterrar la ensenanza algoritmica
de memorieta. Veamos otra manera de argumentar la solucién de la ecuacion
5x—2 = 6z —4. Queda claro que si tratamos de obtener la solucién lo mismo nos
da utilizar una ecuacion que trabajar con una equivalente. Pues bien la ecuacion
5z —2 = 6x—4 es equivalente a 52 —Z+7Z = 62 —4+2 (hemos sumado un mismo
valor a = 2 a ambos miembros de la ecuacién)y si operamos 5x = 6z — 2. Si res-
tamos 6x a ambos miembros obtenemos la ecuacién equivalente bx — 6x = —2,



es decir —x = —2 y multiplicado ambos miembros por -1 se obtiene la solucién
. Una vez que el alumno entienda lo que estd haciendo poco importa si
aplica algoritmos o no. En la mayoria de los libros de texto de 4° de ESO se
explica la ecuacién de 2° grado del siguiente modo:

Una ecuacion de 2° grado es de la forma ax?® 4+ bx +c =0 con a # 0

= Ecuaciones completas. Cuando b # 0 y ¢ # 0 se dice que la ecuacién
es completa y se resuelve aplicando la siguiente formula:

T Si b% —4dac >0 hay dos soluciones
_ :l: 2 4 )
T = % — Si b2 —4ac =0 , hay una tnica solucién
a

Si b2 —4ac <0 , no hay solucién

Ecuaciones incompletas. Si b =0 o ¢ = 0 la ecuacién se llama incompleta y
se puede resolver con mucha sencillez sin necesidad de aplicar la férmula anterior:

_ ¢ —
b:O%ax2+c:O%x2:—C%z1:\/—, :L’Q:f”—c(eneltextode
a a a

Anaya el autor no se ha percatado de que para asegurar esto ha de ser ¢ < 0)

—b
c=0—ar’+br=0—x(ar+b)=0—> 2, =0, 219 = —
a

iQué manera mas impresentable de mostrar las matematicas!, no se trata de
esto. Si los alumnos dicen que no le gustan estas matemdticas es sintoma de que
piensan, a nadie le puede gustar este recetario.

—b+Vb% — dac

nerla aplicando transformaciones elementales a la ccuac%gn original. La ecuacién
azx? +bx+c = 0 es equivalente a ax? + bz +¢—¢=0—c, es decir ax® +br = —c.
En todo lo que sigue supondremos que a # 0. Si los miembros de la anterior
ecuacién los multiplicamos por 4a obtenemos 4a’z? +4abz = —4ac una ecuacién
equivalente y lo mismo sucede si a cada miembro le sumamos b2. Por tanto la
ecuacion az? + bz + ¢ = 0 es equivalente a 4a?2? + 4abx + b = b? — 4ac. Pero
se verifica que (2ax + b)? = 4a2? + 4abx + b2, con lo que

. De dénde viene la férmula de Baskara z = Vamos a obte-

(2azx + b)* = b* — 4ac (1)

Cuando despejamos una variable al cuadrado tenemos que tener en cuenta que
la variable puede tomar el valor de la raiz positivo o negativo, es decir si 2 = o
entonces = y/a o bien z = —/a. Entonces de la ecuacién (2az+b)? = b? —4ac
se infiere que 2ax + b = /b2 — 4ac. De nuevo esta ecuacién es equivalente a
2aqx +p — b = —b £ Vb2 — 4ac. Si dividimos los dos miembros de esta igualdad

2xr —b+Vb? —4ac

por 2a obtenemos — =

2a
En cuanto a la exposicién del tipo de soluciones que puede tener una ecuacién de
2° grado, también deja mucho que desear. Se llama discriminante de la ecuacion



de 2° grado a la expresién A = b? — 4ac.

Si A > 0 podemos realizar el céculo VA y las soluciones que nos da la
b+ Vb? —4ac oy —b— Vb2 — 4ac

férmula de Baskara son x1 =
2a 2a

2
Si A = 0 y seguimos el desarrollo efectuado anteriormente, obtenemos que
la ecuacién de segundo grado es equivalente a (??) y por tanto (2ax + b)? = 0,

es decir 2ax + b =0 y la solucién x = 25 & unica.
a

Si A < 0 no se puede realizar la operacién vA en el conjunto R de los
nameros reales y la ecuacién careceria de solucion.

. Qué interpretacién geométrica se le puede dar a la ecuaciéon de segundo
grado? La ecuacién y = z? representa a una parabola. Si la representamos grafi-
camente por medio de una tabla de valores quedaria la siguiente figura:
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Figura 1: Gréfica de la funcién y = 2>

El vértice de la pardbola anterior estd en el origen de coordenadas (0,0),
que coincide también con el punto de corte con los ejes (tan solo hay uno en
este caso). Consideremos la funcién y = ax? + bxr + c. Esta funcién la po-
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demos poner en la forma y = a <x + 2) ~ 1 + ¢, o lo que es lo mismo
a

4ac — b?

2
vy =a <x — 2) , de modo que el vértice de la parabola estd en el
a a

b 4ac — b?
punto <2, ) Precisamente las soluciones de la ecuacién de 2° grado
a a

son las abcisas de los puntos de corte de la pardbola con el eje OX.El que haya
dos soluciones, una o ninguna geométricamente se traduce en que la parabola
corte en 2 puntos al eje OX, que lo toque en un solo punto o que no lo corte.
Todo esto queda reflejado en la siguiente gréfica:
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Figura 2: Soluciones de la ecuacién de 2° grado

La ecuacién de 2° grado més sencilla equivalente a ax? 4+ bx + ¢ = 0 es
— Sz 4+ P =0, donde S representa la suma de las dos soluciones (o el doble
de la solucién tnica segin el caso), si existen y P es el producto de estas (o el

cuadrado de la solucién tnica). Veamos el porqué de esto, como a # 0 podemos
2
x b
dividir por a cada miembro de la ecuaciéon — + — —|— — = 0. Supongamos

que A > 0. Segun la féormula de Baskara las raices de la ecua01on de segundo

—b 4+ Vb% — dac —b—Vb% — dac

grado mencionada son x; = oy To = Y La suma
a a

b b b
de estas vale S = x1 + x5 = —Z— —— = — = —5. El producto de soluciones

¥ - 2
- 4ac c c
vale P =21 - 29 = * A(ﬁ —. Si sustituimos estos valores en la

O 4a® ;(a,“é

b
expresién z2 4+ —x + € 0 obtenemos 22> — St + P =0
a a



