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1. Introduccion

Cuando se abordan conceptos geométricos en el desarrollo de las matematicas en ESO, lo
primero que se observa es que con mucha frecuencia los maestros no estan preparados para
afrontar la transmision de conocimientos de una forma clara. No entienden y, en muchos casos,
no aceptan los cambios. Y es que, aunque parezca evidente, lo primero que tiene que saber un
maestro de matematicas es su materia, saberla en el sentido amplio y no solo en el contexto
reducido del aula, es decir, un maestro debe poder ubicar su materia en el contexto mas general
del programa de su nivel, tener la autonomia para poder inventar ejercicios significativos y
conocer los contenidos necesarios previos que debe saber el alumno. Ninguna nueva tecnologia
ni metodologia educativa puede subsanar la ignorancia en la materia.

Los recetarios para el calculo de areas y volimenes con lapiz y papel no debieran tener
cabida en la ensenanza actual. Si no se sabe lo que se esta haciendo y tampoco se pretende
otra cosa que el calculo, hay software que resuelve el problema de una forma mas rapida y
eficiente. Por ejemplo con Geogebra (software de cédigo abierto disponible gratuitamente para
usos no comerciales y disponible en espanol) se pueden hallar dreas y volumenes de manera
muy sencilla. Ni con aritmética de lapiz y papel ni utilizando Geogebra el alumno sabe lo que
estd haciendo. La ventaja que tiene la utilizacién del referido programa es la rapidez y precision
frente al resultado con lapiz y papel.

Yo creo que no deben transmitirse conocimientos matematicos que no puedan ser demos-
trados a los alumnos salvo en contadas ocasiones (por la gran complicidad o dificultad de la
demostracién). El aprendizaje en matematicas debe estar basado en el razonamiento y justifi-
cacion de todo lo que se afirma, despejando todas las dudas que puedan surgir respecto a la
veracidad de lo que se expone.

Pretendo mostrar un desarrollo de areas y volumenes de cuerpos geométricos haciendo de-
mostraciones de todas las férmulas. El orden que sigo es el del libro Matematicas orientadas a
las Ensenanzas Académicas 3° ESO temalO (Cuerpos Geométricos) y tema 11 (Transformacio-
nes Geométricas). Iré aportando demostraciones (muchas de ellas mias) que si bien es verdad no
tienen la pulcritud y elegancia que el rigor pudiera exigir, no es menos verdad que aportan una
justificacion a lo que afirma la férmula. Veo demasiada receta en donde debiera haber mas ideas
y menos cuentas. { En el siglo XXI aprender férmulas de memoria? No nos hace falta la memoria
para eso, un simple movil, tablet u ordenador nos soluciona el problema. El aprender formu-
las de memoria no se puede considerar conocimiento en nuestro mundo, eso ya paso a la historia.

Es muy molesto, por falaz, ver como se presentan las matematicas como mera herramiento
de célculo. Las demostraciones que se pueden hacer utilizando el célculo infinitesimal (ahora se
llama andlisis matematico) son de un rigor y una belleza extraordinarios pero son inasequibles
para un alumno de 3° de ESO. Me he basado en ellas para hacerlas utilizando el método de
exhaucién (bastante intuitivo pero certero).

Mi amiga Petronila, alumna de 3° ESO, me dice que no le gusta la geometria, que es horro-
rosa. Me describe la actividad geométrica en su clase. Le han dado las férmulas de los poligonos
(figuras planas) que ha de aprenderse de memoria. Con esas féormulas y el Teorema de Pitdgoras
(aprendido tambien de memoria y mal enunciado) se han dedicado a resolver ejercicios que le
ha propuesto su profesor en unas fotocopias que le ha proporcionado. Les ha dicho que no le
gusta la forma de abordar la geometria que tiene el libro como tampoco le gustan los ejercicios
que propone el libro de texto. Lo mismo ha ocurrido con las figuras en tres dimensiones: pris-


https://www.geogebra.org/?lang=es

mas, pirdmides, figuras redondas ... Le han dado un recetario de areas laterales, areas totales y
voliimenes que debe aprender de memoria y de nuevo le han dado las fotocopias con ejercicios (
por cierto muy repetitivos). El profesor ha esgrimido los mismos argumentos que en el caso de
las figuras planas. A estas alturas, el profesor de Petronila debiera saber que la memorizacién
de féormulas no constituye un objetivo a cubrir en la ensenanza.

Los estandares en geometria, de forma resumida son los siguientes:

1.

G~

10.
11.

12.

Conoce y aplica las propiedades de los poliedros (férmula de Euler, dualidad de poliedros
regulares. . . ).

Conoce los poliedros semirregulares y la obtencion de alguno de ellos mediante trunca-
miento de los poliedros regulares.

Identifica planos de simetria y ejes de giro en figuras del espacio.

Calcula areas de figuras espaciales sencillas.

Calcula areas de figuras espaciales mas complejas.

Calcula volumenes de figuras espaciales sencillas.

Calcula volimenes de figuras espaciales mas complejas.

Resuelve problemas de enunciado de geometria en el espacio.

Obtiene la transformada de una figura mediante un movimiento concreto.

Obtiene la transformada de una figura mediante la composicion de dos movimientos.

Reconoce figuras dobles en una cierta transformacion o identifica el tipo de transformacién
que da lugar a una cierta figura doble.

Reconoce la transformacién (o las posibles transformaciones) que llevan de una figura a
otra.

La secuenciacion de los contenidos de geometria en el libro de texto, o si se quiere, las sec-
ciones de contenido son:

Tema 11: Cuerpos geométricos (Matematicas orientadas a las Ensenanzas Académi-
cas 3. ESO. Anaya)

1

2.

El método de exhaucion de Arquimedes

Los Sélidos Platénicos (solo hay cinco poliedros regulares)
Poliedros conjugados o duales

Formula de Euler

Poliedros semirregulares

Truncamiento de polinomios: cuboctaedro e icosidodecaedro
Planos de simetria de una figura

Ejes de giro y orden de giro de una figura
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9. Superficies de cuerpos geométricos
10. Volimenes de cuerpos geométricos
11. Coordenadas geograficas

12. Usos horarios

L Qué tiene que ver lo que el profesor le ha dado a Petronila con el contenido del libro?
Nada, no tiene que ver nada. Los autores del libro dejan ver con claridad que se debe huir de
la memorizacion, siempre dan una indicacion, una idea que deja entrever la justificacién de la
formula que se estd manejando. Lo que hace el profesor de mi amiga Petronila me recuerda a
la escuela franquista, asi me transmitieron a mi la idea de la geometria hace mas de 50 anos.
iOdiaba la geometria! hasta que un magnifico matematico supo explicarmela.

En el tema 12 “Transformaciones geométricas”, se estudian las isometrias, con la
secuenciacién que pongo a continuacion:

1. Traslaciones
2. Simetria axial
3. Simetria central

4. Giros Mosaicos, cenefas y rosetones

Petronila me dice que este tema se ha obviado, no se va a impartir. Es un gran error que
comete su Colegio. Por ejemplo, el explicar como se conecta la geometria con el arte se muestra
en la ultima seccién mosaicos, cenefas y rosetones. Es evidente que con solo geometria no seria
posible el arte, pero sin ella tampoco. Los movimientos se estudian mucho mejor y de forma
mas amena viendo el arte arabe, que empleaba con mucha frecuencia mosaicos y cenefas.

A continuacion le propongo a mi amiga Petronila un desarrollo tedrico sobre estos dos temas
de geometria, espero que lo lea y me pueda ir diciendo si lo entiende y si le interesa.



2. El método de exhauciéon de Arquimedes

El método de exhaucién de Arquimedes consiste en reducir lineas curvas a una sucesién de
segmentos rectilineos de longitud infinitesimal. Este método se utiliza para deducir férmulas
que nos permiten el calculo de areas y volumenes.

Supongamos que queremos hallar la superficie de un circulo de radio r. Podemos considerar
este circulo como un poligono de n lados, con n muy grande. Valga como aproximacién el
siguiente grafico:

Figura 2: Aproximacién de un poligono a un circulo.

El area del circulo queda dividida en n tridngulos isésceles. La longitud de los lados iguales

. . . . 2mr
es r (radio de la circunferencia) y el lado desigual, que tomaremos como base, es | = —
n

(dividir la longitud de la circunferencia en n partes). Una manera de obtener una aproximacién
al area del circulo consiste en calcular la superficie de uno de estos triangulos y multiplicarla
por n. Ampliando la imagen, los referidos tridngulos serian de esta forma:

Figura 3: Tridngulo divisor de la superficie.



Segun el teorema de Pitagoras, la altura del triangulo vale h = mn P=ry/l—-—=

127?7’ 7"

\/ — m2. La superficie del tridngulo sera por tanto S = Vn2 — 72, es decir

n
S = %\/712 — 72, El 4rea del circulo valdrd A = n - \/n2 2 = 7r \/ 1——.Sines
n

2

. . . ™ p ‘ . y

infinitamente grande el cociente — se hard cero con lo que el drea del circulo serd A = 7r?
n

3. Tan solo hay cinco poliedros regulares

Lo que viene a continuacién lo he obtenido de la pagina web de www.gaussianos.com

Un poliedro es una figura tridimensional limitada por poligonos regulares, que son las caras
del poliedro. Se llama arista al segmento comtn a dos caras y vértice al punto donde concurren
tres o mas caras.

Para que el poliedro sea regular se tiene que dar que todas sus caras sean poligonos regulares
iguales y que en cada vértice concurran el mismo ntimero de caras. Por otra parte, si tomamos
las caras que concurren en un vértice y las aplastamos hasta que queden en un plano, el angulo
formado por todas ellas debe ser menor que 360°, ya que si es igual o mayor que 360° no se
podra formar un poliedro regular convexo.

Bien, sabiendo todo esto lo que vamos a hacer es ir valorando todas las posibilidades. Su-
pongamos que queremos formar un poliedro con tridngulos equildteros (recordad que las caras
deben ser poligonos regulares), donde, como sabemos, cada angulo mide 60°. Podriamos juntar
tres de ellos para formar un vértice, obteniendo un angulo de 180°. Como es menor que 360°
esta configuracion seria valida. De hecho da como resultado el tetraedro:

Figura 4: Tetraedro

También podriamos juntar cuatro triangulos equilateros para formar un vértice. En este caso
formarian un angulo de 240°, que al ser también menor que 360° dara lugar a otro poliedro
regular, el octaedro en este caso:



Figura 5: Octaedro

Podriamos juntar cinco tridangulos equildteros, formando asi un angulo de 300°, menor que
360° también. Tenemos asi otro poliedro regular, el icosaedro:

Figura 6: Icosaedro

. Qué ocurre si tomamos mas de cinco triangulos equildateros? Pues que el angulo que for-
maria el desarrollo plano de esa configuracion seria mayor o igual que 360°, por lo que no
tendriamos un poliedro regular convexo.

Pasemos a la siguiente opcién, el cuadrado, en el que cada dngulo mide 90°. Si tomamos tres
cuadrados obtenemos un angulo de 270°, menor que 360°, por lo que tenemos poliedro regular,
el cubo (o hexaedro):



Figura 7: hexaedro o cubo

Si tomamos cuatro cuadrados o més, el angulo que se formaria es mayor o igual que 360°,
por lo oque tampoco nos sirve.

Pasamos al pentagono regular, cuyos angulos interiores miden 108°. Si tomamos tres de ellos
tendriamos un angulo de 324°, que al ser menor que 360° nos da otro poliedro regular mas, el
dodecaedro:

Figura 8: Dodecaedro

Si tomamos cuatro o mas pentagonos tendriamos un dngulo mayor que 360°.

Siguiente opcion, el hexdgono regular, en el que los angulos miden 120°. Tomando tres de
ellos ya tendriamos un angulo de 360°, hecho que descarta la posibilidad de que se pueda cons-
truir un poliedro regular convexo con hexagonos.

Y de aqui en adelante la situacién es analoga. Con cualquier poligono regular con méas de
seis lados se tiene que al juntar tres de ellos iguales el angulo formado es mayor que 360°, por lo
que no se puede construir un poliedro regular con ellos. Tenemos asi demostrado que solamente
existen cinco poliedros regulares convexos.



4. Teorema de Euler para poliedros

Un poliedro se dice convexo si al unir dos cualesquiera de sus puntos el segmento que
determinan esta contenido en el poliedro. Por ejemplo, un cubo es un poliedro convexo.

~
~
~
~
~
~
~
~
~

Figura 9: Poliedro no convexo, el segmento AB no est4 incluido en el poliedro

Teorema 1 FEn todo poliedro convero, denotemos por C al nimero de caras, V al niumero de
vértices y A al nimero de aristas. Entonces se verifica la relacion C +V = A + 2

Demostracién

Esta demostracién se debe a Cauchy. Vamos a seguir el desarrollo de la pueba con un
prisma recto, no perdemos generalidad puesto que lo mismo ocurriria con cualquier poliedro
convexo.Eliminemos una de las caras del poliedro (por ejemplo en el prisma la base superior)y
el resto de las caras las llevamos a un plano tal como indica la figura 10.

Figura 10: Eliminacién de una de las caras desplegando las restantes sobre un plano

Dividimos en triangulos las caras trazando sucesivamente diagonales en las caras tal y como
indicamos en la figura 11. A continuacién vamos a eliminar los lados exteriores de los triangulos
como indicamos en la figura. Este proceso lo vamos a riterar hasta que nos quede un unico
triangulo. Inicialmente queremos probar que C'+ V = A 4+ 2. Como hemos eliminado una cara
para desplegar la figura en el plano, la anterior relacién en el espacio es equivalente a probar que
en el plano se verifica C+V = A+ 1, si demostramos esta relacién en la figura desplegada en el
plano estara demostrado el teorema. Llamamos C?, V* A? al niimero de caras, vértices y aristas,
respectivamente, que hay en la iteracion i. Cada vez que creamos un tridngulo en la iteracion 1
aumentamos una cara, un vértice y dos aristas, es decir C' =C +1, VI =v +1 Al = A+ 2,

10



Figura 11: Division en triangulos de la figura

la expresién C' +V = A + 1 es equivalente a C' + V! = A! + 1. Lo mismo podemos decir para
cada iteracién i

Cada vez que eliminamos los lados exteriores de un tridngulo disminuimos una cara, un
vértice y dos aristas por lo que sigue siendo valida la expresion C' + V = A + 1. Resumiendo,
hemos demostrado que la expresion C+V = A+1 es invariante frente a cualquier transformacién
dada en una iteracién. Cuando lleguemos al final del proceso nos quedamos con un tridngulo
en donde C =1, V =3 y A =1 en donde se verifica, evidentemente C'+V = A + 1, por
equivalencia esta expresion vale también para la figura desplegada en el plano y por ende se
verifica, para el poliedro, que C'+V = A + 2

Figura 12: Eliminacién de los lados exteriores de los tridngulos
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5. Poliedros semirregulares

Son aquellos poliedros cuyas caras estan formadas por dos o mas poligonos regulares y
ademas, en cada vértice concurren los mismos poligonos. Son poliedros semirregulares los que

indican estas figuras:

10 e

Figura 13: Poliedros semirregulares

La siguiente figura no corresponde a un poliedro semirregular:

Figura 14: Poliedro que no es semirregular

La razon es que, si bien podemos suponer que todas las aristas son iguales ( no se aprecia
por la perspectiva), en el vértice A concurren 4 poligonos, mientras en el F concurren tan solo
tres poligonos.

En todo poliedro semirregular las aristas tienen la misma longitud, ello se debe a que los
distintos poligonos regulares que forman sus caras comparten al menos una arista.

6. Poliedros duales o conjugados

Dos poliedros son conjugados o duales si uno de ellos se obtiene uniendo los baricentros
(los centros de los poligonos) de los poligonos que forman sus caras. Si los poliedros P y Ps
son duales entonces nimero de caras de P, = ntmero de vértices de P», esto es evidente. Otra
propiedad de los poliedros duales es que, si P; es dual de P, entonces P, es dual de P;. Ademas,
si los poliedros P, y P, son duales han de tener el mismo nimero de aristas. Veamos esto,
construimos la siguiente tabla:

Poliedro | Caras | Vértices | Aristas
P 4 Vi Ay
Py Vi 4 A,

12



Si aplicamos el Teorema de Euler para poliedros Cy + V; = A; = A,, es decir los poliedros
P, y P, tienen el mismo ntimero de aristas

a) El tetraedro es un poliedro autodual (es dual de si mismo).
b) El hexaedro (cubo) y el octaedro son duales uno del otro.
C El dodecaedro y el icosaedro son duales uno del otro.

La siguiente tabla resume los elementos de los poliedros regulares:

Poliedro Caras | Vértices | Aristas
Tetraedro 4 4 6
Hexaedro(Cubo) 6 8 12
Octaedro 8 6 12
Dodecaedro 12 20 30
Icosaedro 20 12 30

7. Truncamiento de Poliedros

Truncar un poliedro significa cortar sus vértices (o sus aristas). A modo de ejemplo, cor-
taremos los vértices de algunos poliedros para obtener otros. Si cortamos los vértices de los 5
Sélidos Platénicos (poliedros regulares) obtenemos los Sélidos Arquimedianos (poliedros semi-
rregulares)

Si cortamos los vertices de un hexaedro por un plano que pasa por el punto medio de las
caras tres caras que convergen en ese vértice, obtenemos un poliedro semirregular llamado
cuboctaedro, cuya forma la muestra la suiente figura:

Figura 15: Cuboctaedro

Se trata de un poliedro semirregular que tiene 6 caras cuadradas (una por cada cara del
hexaedro), 8 caras tridngulares (una por cada vértice del hexaedro).

Podriamos hacer, de manera andloga, un truncamiento del dodecaedro, cortando por un
plano que pasa por el punto de las aristas que convergen en un vértice. Obtenemos un poliedro
semirregular llamado icosidodecaedro que tiene 12 caras pentagonales (una por cada cara del
dodecaedro, 20 caras tridngulares (una por cada vértice del dodecaedro). La forma de esta
figura la muestra la suiente figura:

13



Figura 16: Icosidodecaedro

Tanto en el cuboctaedro como en el icosidodecaedro hemos cortado los vértices por planos
que pasan por el punto medio de las aristas que concurren en un vértice. si estos planos pasaran
por puntos simétricos, que no pasaran por el punto medio de la arista, obtendriamos un cubo
truncado con 6 caras octogonales y 8 caras tridngulares tal y como muestra la siguiente figura:

Figura 17: Cubo truncado

8. Plano de simetria en poliedros

Un plano de simetria en un poliedro es aquel plano que divide al poliedro en dos partes
iguales. Esto puede tener la ventaja de que, al querer estudiar la figura, nos baste con la mitad
de esta figura. Si queremos hallar los planos de simetria de un tetraedro, por ejemplo, debemos
tener en cuenta que los planos de simetria de este poliedro contienen a una arista y al baricentro
de la cara que no contiene a la mencionada arista. Al tener 6 aristas el tetraedro tiene 6 planos
de simetria (uno por cada arista).

Si se trata de hallar los planos de simetria de, por ejemplo, un prisma hexagonal, cualquier
plano que pase por los puntos medios de lados opuestos de la base, y perpendicular a la base,
es plano de simetria. También es plano de simetria el plano paralelo a la base que pase por el
centro del prisma hexagonal. Tiene por tanto 4 planos de simetria.

14



9. Eje de giro de orden n de un poliedro

El eje de giro de orden n de un poliedro es una resta de modo que, al girar el poliedro en
torno a esta recta ocupa la misma posicién n veces. Por ejemplo la recta que une un vértice
del tetraedro con el baricentro de la cara opuesta al vértice, es un eje de giro de orden 3 tal y

como muestra la figura:
120°
120°

Figura 18: Eje de giro

Eje de giro de orden 3 (% =3)

En un tetraedro hay tantos ejes de giro como vértices, es decir, 4 ejes de giro de orden 3.

10. Area lateral y total del cono

Me sorprende que en la pagina 198 se ponga que el area lateral del cono que muestra la
figura:

9

Figura 19: Cono de revolucién

AparERAL = TTg, Mmientras el drea total es Arorar, = mrg-+7r?. Y aqui se acabé la historia,
a repetir la féormula con muchisimos ejercicios para memorizar mejor las recetas algoritmicas.
Esto no sirve para nada. Admitiendo que haya alumnos que no consigan entender la demos-
tracion, hay que hacerla por dos motivos: 1° todos sabran que las matematicas se caracterizan
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por utilizar razonamientos que justifican el porqué de sus aseveraciones, y 2° los alumnos que
entiendan la demostracion disfrutaran las matematicas. ;jEs realmente dificil la demostracién?
No, la hago a modo de ejemplo. El desarrollo del cono es:

El que corresponde al area lateral es un sector circular de radio g. Sabemos que la funcion
que nos da el drea de un sector circular es una funcién de proporcionalidad directa (odio la
regla de tres porque este algoritmo no es significativao al no aportar nada al conocimiento, por
ahi también se puede hacer el desarrollo), que dependera de la longitud del arco, es decir serd

de la forma ’Superficie = k- Longitud del arco‘ siendo k una constante. Si la longitud del

arco es 27g el drea es wg>. Si sustituimos en la funcién anterior )rgZ = k2xy, es decir que k = g

Entonces la superficie que corresponde a una longitud de arco 2nr es Aparprar = QZTH" = Trg.

Es obvio que el area total es el area lateral + el area del circulo de radio r, es decir Arorar =
nrg + mr?.

11. Area lateral y total del tronco de cono

En la pagina 199 se ponen otro par de formulas para calcular el area lateral y total de un
tronco de cono, como es de esperar, sin demostrar nada a modo de dogma de fe. ;Por qué no
se dan mas ideas y menos cuentas demostrando las formulas? Hay una obsesion por parte de
los autores del texto en calcular aportando un montén de ejercicios, y de nuevo afirmo que la
repeticién no es equivalente a la adquisicion de conocimiento, se pueden hacer cientos y cientos
de ejercicios para el calculo de areas y volimenes y no tener ni idea de lo que se esté haciendo.
A modo de ejemplo propongo una demostracién para el area lateral y total del tronco de cono.
En primer lugar veamos como calcular el area de un trapecio isdsceles.

Lema 2 (Area de un trapecio)Sea el trapecio isdsceles que se muestra en la figura, de bases

mayor y menor, respectivamente, B y b, y de altura h:
(B+b)h

Entonces su drea viene dada por la expresion A = 5

Demostracion

16
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El trapecio se puede descomponer en un rectangulo cuyos lados tienen longitud b y h, y en

dos triangulos rectangulos de catetos y h tal y como muestra la figura

s_n | b |

Si sumamos las areas de estas tres figuras obtendremos la superficie del trapecio
B-b
—h
B—b Bh —bh  2bh + Bh — bh B+b)h
A=bht2—2— =bh+ = "h=bh+ = - ;)
Un trapecio circular es la porciéon de corona circular comprendida entre dos radios, como
indica la parte de la figura coloreada en rojo.

Lema 3 (drea de un trapecio circular) Sea un trapecio circular cuyo arco superior tiene una
longitud L, siendo [ la longitud de su arco menor y h la distancia entre los puntos de intersec-
cion del radio mayor con los arcos, tal como se muestra en la figura anterior. Entonces su drea

17



L+1
viene dada por la expresion A = T+h

Demostracién

Empleamos el método de exhaucién de Arquimedes, dividimos en n partes (n muy grande,
proximo a infinito) las longitudes de los arcos L y 1, obteniendo trapecios como muestra la
figura a continuacion:

S

En este trapecio h y la altura del mismo son practicamente iguales ( si n es proximo a
L 1
. , . nn. L+l .
infinito). El drea de cada uno de estos trapecios es h = 5 h. Como hay n trapecios
n
de esta forma, cuya suma de superficies coincide con el area del trapecio circular, entonces el
L+1 (L+0Dh

area de este vale A = » h =
2w 2

El libro de Matematicas 3° ESO Anaya opcién B dice esto al respecto del tronco de cono

esto, y solo esto:
Es muy curioso que los autores del texto digan que el area lateral de un tronco de cono recuer-

da al area de un trapecio, j Regla nemotécnica para ayudar a la memoria? Este raquitico contenido

se puede enriquecer con la demostracion del area del trapecio circular dada anteriormente, basta
sustituir L = 27R, | = 2nr vy h = ¢g. No me extrana, con esta exposiciéon que los alumnos no
solo no aprendan matematicas sino que las aborrezcan.
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En un tronco de cono, la alwura, h, la diferencia de los
radios, »~r’ y la generatriz, g forman un tridngulo
rectingulo. Por tanta:

Z=h?s{r=r'y

La formula para el cdleulo del drea lateral de un wronco de cono recuerda la del
drca de un trapecio. Observa:

£

+ i
Ay jrera = Z”HT"M -g=xlr+rig

2 2

(]
+ \r

Ay, =®lr+ r'lg + nr
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12. Area de la esfera

En la pagina 199 del libro de texto Mateméaticas Anaya opcion B se lee:

w Areas en la esfera
_Arquimedes, Esfera y cilindro El drea de la superficie esférica es igual al drea lateral del cilindro que envuelve
Arquimedes sc sentia especialmente a la esfera. Y lo mismo ocurre con las superficies de ambos cuerpos compren-
orgulloso de las relaciones que en- didas entre secciones planas paralelas,

coniro entre las dreas de la esfera v el
cilindro, asi como entre los volime-
nes de los mismos cuerpos. Hasta o
punto de que pidié que en su tumba

se grabara esea figura; 3 Apgpe, =27 2r = dnr?

"Imsqvm esrénico = 287 - h

Amrt.-. ESFERICA — 2rr- h

Estas relaciones entre estera v cilindro son muy interesantes. Pero mds adn es
lo siguiente: cualquier figura que dibujemos en la esfera, al proyecrarla sobre
¢l cilindro, da lugar a otra figura que puede ser muy distinta pero tiene la mis-
ma superficic.

Figura 20: drea de la esfera
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El texto no pasa de ser una declaracion de intenciones, se puede demostrar que el area de
una esfera de radio R es A = 47 R? de forma rigurosa y no es muy dificil.

Proposicién 4 Supongamos una esfera de radio rinscrita en un cilindro de radio ry altura 2r.
Cortemos esta configuracion de cilindro y esfera por dos planos paralelos a la base del cilindro y
separados por una altura infinitesimal h. Entonces las drea de la superficie de corte del cilindro
y la esfera son iguales.

Demostracion
El corte que producen estos dos planos sobre el cilindro es un nuevo cilindro de radio r y
altura h, cuya superficie es A = 27rh

En la esfera el corte con los dos planos nos daria una zona esférica como la que muestra la
figura:

r

Segun el teorema de Pitdgoras d = +/(r —r1)% + h?, el drea de este trapecio circular es

2 2 —7r1)?+ h?
(2mry + 2mr) 2(1" r)’ + = (mry + wr)\/(r —r1)? + h2. Si la altura h es infinitesimal, en-

tonces >~ r = r —r; = 0, nos queda entonces que el area es A = (nr + 7r)Vh? = 27rh

Teorema 5 La superficie de una esfera de radio r viene dada por la expresion A = 4mr?

Demostracién

Empleamos el método de exhaucién de Arquimedes e inscribimos la esfera de radio r en
un cilindro de radio r y altura 2r. El area de la esfera la podemos obtener como suma de las
superficies de trapecios circulares de altura infinitesimal en que dividimos la superficie esférica
siguiendo el modelo de la proposiciéon anterior. El niimero de trapecios al que nos hemos referido
serd grandisimo. Como cada uno de estos trapecios tiene la misma superficie que su respectiva
porcién de cilindro segiin hemos visto anteriormente, la suma de estos trapecios coincide con
la superficie lateral del cilindro que serd A = 2mwr2r = 47r?
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13. Volumen de un prisma y de un cilindro

En la pagina 202 del libro Matematicas 3° ESO opciéon B de Anaya se comienza el estudio
de los volumenes de cuerpos geométricos (asi lo llama). Sobre los prismas se dice esto y solo
esto:

Volumen de prismas y cilindros

El volumen de cualquier higura con dos bases ipuales v paralelas entre sf (higu-
ra prismdrica) se obtiene multiplicando el drea de la base por la aloura

Figura 21: Volumen del prisma y el cilindro

Como siempre, después del par de recetas una gran lista de problemas y a repetir y repetir.
Demostremos que el area del prisma pentagonal que se exhibe en amarillo es efectivamente el
area de la base por la altura. Una vez establecida la unidad de volumen, que da igual la que
sea: un cubo de determinada arista, un tetraedro de arista a, etc, llamemos 1 a esta unidad
de volumen. Si cortamos por un plano paralelo a la base del prisma, sea x el nimero real tal

que 1(unidad de volumen) = Apgse - T = T = . Esto lo podemos hacer ya que al cortar

base
el prisma por cualquier plano paralelo a la base siempre obtenemos una intersecciéon con area

Apase- S1V es el volumen del prisma denotara el niimero de veces que su altura h contiene a x,

h h
eSdeCirvzgﬁvaévabase'h

Abase

Sabemos que el cilindro es un prisma recto con base un poligono regular con infinitos lados.
Asi que para el cilindro también es vélida la formula V' = Ay, - h. Pero la base del cilindro es un
poligono regular con infinitos lados, es decir un circulo cuya érea es Apq. = mr%. Sustituyendo
este valor tenemos que el volumen del cono es V = 7r2h
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14. Volumen de una piramide y un cono

En la pagina 202 del libro de texto al que nos referimos , respecto al volumen de piramides
y conos se lee lo siguiente:

Volumen de piramides y conos

L: 'r't]JLI.]'I‘.IL'lI Iju' una F?I[Jr‘.lll.{n.: L4 IJ.L' un cong 5 Iiﬂl.il..!] 4 un [erco -LL!J .j.l'-:!.l I.LL ]..L

|"..1!1'|'_' 'I?ll.'!l]' Ll .l]lLI'.'.!.

Figura 22: Volumen de la pirdmide y el cono

Vamos a aportar un poco de conocimiento demostrando estas férmulas. Consideremos una
pirdmide por ejemplo con base rectangular y altura h. En un prisma recto con la misma base
de la piramide y altura 2h caben 6 pirdmides como esta tal y como intentamos explicar en la
figura siguiente:

D! C’

Al B

-

A B

Figura 23: Volumen de la pirdmide y el cono

El volumen del prisma es 6 veces el volumen de la pirdmide . Sabemos que Virisma =

2 1
= Abase2h - 6‘/pirdmide = V;Jir(imide - éAbaseh = gAbaseh

Podemos considerar que un cono es una piramide cuya bade es un poligono regular con
infinitos lados. Ese poligono regular con infinitos lados que compone la base es un circulo de
radio r, por tanto Ay, = mr? y sustituyendo este valor en la expresién del volumen de la

piramide queda V_.,n, = §7r7“2h
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15. Volumen de un tronco de cono

Aunque en el texto no se da una féormula para hallar el volumen de un tronco de cono, ni
se nombra siquiera, vamos a obtener una expresion que nos hard falta para deducir el volumen
de una esfera. Sea un tronco de cono de radios R y r y altura h, tal y como indica la figura
siguiente:

o> -

R /

Figura 24: Tronco de cono

El volumen del tronco se obtiene como diferencia entre el volumendel cono de radio R y
altura h + x y el voluen del cono de radio r y altura x. No conocemos x pero por semejanza de

h h
triangulos se verifica % = x; =xz(R—r)=rh=|z= RT_ .

1 1 h
El volumen del tronco serd §V = §7TR2(h +z)— §7r7"2:n. Como h+x = h + RT =
—r
hR — bt + ht hR " v 1 R hR 1 5 hr 1 hR?—hr?
= = se tiene que V = —mR*—— — —7r = T—
R—r R—1r’ E 3 R—-r 3 R—-r 3 R-r

1 RP—r 1 1
= gﬂ'h 7 - gwh(Rz—H”z—i-Rr) Resumiendo, el volumen del tronco de cono es gﬂ'h(R2 + 1%+ Rr)
—r

16. Transformaciones isométricas en el plano

Son movimientos que conservan la forma de la figura y el tamano de la misma. Entre las
isometrias las mas importantes son las traslaciones, las simetrias axiales, las simetrias
centrales y los giros.
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16.1. Traslaciones

Denotemos al plano como R?

{z,y) / =,y € R}. Una traslacién de vector ¥ = (a,b) es

una aplicacién Ty : R? — R? definida por Ty(z,y) = (a,b) + (z,y) = (a + z,b + y). Veamos
un ejemplo, se trata de trasladar la figura F segin el vector v = (—3,2)

-1

Figura 25: Traslacién de la figura F

Con esta traslacién lo que hacemos es llevar cada punto da la figura 3 lugares a la izquierda
y dos lugares hacia arriba. La solucién es (figura en amarillo):

10

A =
] ®
8
7
6
o
5 ]

A F
o—0
o
([ ]
E c D
®
B C
®

Figura 26: La traslacién de la figura F es F’
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16.2. Simetria axial

La mediatriz de un segmento es la perpendicular a él que pasa por su punto medio. Una
simetria axial de eje r ( T es una recta) es una aplicacién en la forma S, : R? — R? definida por
S,(P) = Q, verificindose que 1 es la mediatriz del segmento PQ. A continuacién se muestra
la simetria axial de la figura ABCDEFG respecto al eje r ( figura simétrica en rojo)

Figura 27: Simetria axial

Tal y como hemos definido la simetria axial, si un punto P pertenece al eje de simetria r no
tendria su correspondiente S(P)=Q, jjamas podria ser r la mediatriz del segmento PQ! Para
que la simetria axial sea una funcién imponemos la condicién de que S(P)=P V p € r, es decir
que los puntos del eje de simetria son invariantes de la simetria axial con ese eje.
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16.3. Simetria central

La simetria central de centro O, es una aplicacién en la forma Sp : R? — R? definida
por So(P) = @Q, verificindose que O es el punto medio del segmento PQ. A continuacién se
muestra la simetria central de la figura ABCDEFG respecto al centro O ( figura simétrica en

rojo)

Figura 28: Simetria central

Observamos de nuevo que, tal y como se ha definido la simetria central, el centro de si-
metria O no tiene correspondiente. La simetria central Sp no seria funcién. Para que si lo sea,
imponemos la condicién de que O sea invariante por la simetria central, es decir Sp(O) = O
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16.4. Giros

Un giro de centro O y dngulo a es una funcién G : R? — R? definida por G(P) = Q de
manera que la longitud del segmento de Extremos O,P, sea la misma que la del segmento de
extremos O,Q. Ademds £ (OP,0Q) = a. Si nos atenemos a la definicién el centro O no tiene
correspondiente, G no serfa funcién. Para solucionar esto se define G(O) = O.

Figura 29: Giro de 60°
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16.5. Hallar centro y angulo de giro

Supongamos que mediante un giro, la figura ABCDEF se ha transformado en la figura
A’B’C’D’E’F’. Queremos saber cudl es el centro de giro y qué angulo se ha girado la figura.
Hallamos las mediatrices m; del segmento AA’ y my del segmento BB’ (estas rectas estan en
rojo). El punto de corte de estas dos rectas coincide con el centro de giro. Para Hallar el angulo
que se ha girado la figura, medimos el angulo que forman las rectas OA y OA’ tal y como se
indica en la siguiente figura:

Figura 30: Centro y éngulo de giro
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